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ZUR LEHRE VON DEN H YPERELLIPTISCHEN INTEGRALEN 

VON 

PAUL EPSTEIN 

in STRASSBURG. 



Bekanntlich hat Herr Weierstrass in folgender Weise ein System 
zusammengehöriger hyperelliptischer Fundamentalintegrale erster und zwei- 
ter Gattung definiert.^ 

Es sei 

die dem hy perellipti schen Gebilde zu Grunde liegende Irrationalität, (^ , ^<f) 
und (C, (t) zwei Punkte der zugehörigen zweiblattrigen Flache, und 

seien zAvei Reihen ganzer Funktionen von z — die Funktionen der ersten 
Reihe höchstens vom Grade p — i, die der zweiten vom Grade 2jp — , 
die die Gleichung 



* Vgl. WiLTHEiss, Vher die pariieUen Di/ferentialgleichungen xwischen den Ableitungen 
der hyperelliptiscJien Thetafunktionen, Crolles Journal Bd. 99. Fernor Bolza, On ihe 
Logarithmic Derivativea of HypereUiptic a-Funciions. American Journal of Mathc- 
maticfl Bd. 17. Letztere Abhandlung erschien nach Vollcndung vorliegonder Arbeit. 

Äeta mathfimatiea. 30- Imprimé le 13 aoflt 1895. \ 



2 Paul Epatcin. 

identisch erfullen. Daim bildon 






''-^dz 



(v-1,!>... ,p) 



das System der Fundanientalintej;rale erster Gattuno;, 



/ 



?._+v(^) ^J^ 



(v=l,2....,r^ 



das der Fnndainentalintegrale zweiter Gattnng. 

Bei dieser Definition bleiben von den p{3P + i) Coeffizionten der 
Funktionen fl^{z), ffp^^i^) noch eine grosse Menge frei verfugbar. Im 
besonderen känn man die Integranden erster Gattung willkörlich annehmen 
und auch dann bleibt noch ein Teil der CoeflFizienten der Funktionen 
/7/)+v(^) unbestimmt. Uber diese ubrig bleibenden CoefFizienten hat nun 
Herr Klein von invariantentheoretischen Gesichtspunkten geleitet dadurch 
vertugt, dass er in der mit (i) gleichwertigen Relation 

, X '£ it + n yA gp^AC) gv(g) ^ fffT + ^^{ z , C) 

worin F{z , C) eine in z und C symmetrische ganze Funktion vom Grade 
p -\- I bedeutet, die die Bedingungen erftillt 

F(.,. ) = «.), (?E|^5)^_ „-;/■■(,), 

fiir F{z , C) die {p + i)^ Polare von f{z) in Bezug auf C ansetzte und 
dieser Festsetzung ist dann Herr Wiltheiss in seinen späteren Arbeiten 
gefolfj^t. 

Nun finden wir aber in der ersten Abhandlung von Herrn Wiltheiss^ 
eine Form der Funktionen ff^{z) , ffp^^{z) erwähnt, die er sehr bemerkens- 
wert nennt, die aber anscheinend noch nicht einer eingehenderen Unt^r- 
suchung unterworfen worden sind. Diese Funktionen entspringen aus der 

Entwicklung von ^ als Funktion von z im Unendlichen und sie sind 

es, die den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit gebildet haben. Die 



* Wiltheiss, a. a. O., S. 245. 



Zur Lehrc von den hyperelliptischen Integralen. 3 

mit ihrer Hölfe gebildeten Integrale — Avir nennen sie der Ktirze halber 
Hauptintegrale — zeichnen sich erstens durch ein ausserordeiitHch ein- 
faches Verhalten im Unendlichen aus, das es möglich macht, jedes zuiri 
hyperelliptischen Gebilde gehörige Integral, dessen Unstetigkeiten bekannt 
sind, sofort durch die Hauptintegrale auszudröcken, vor alleni abcr er- 
scheinen sie ganz besonders geeignet, um hei Untersuchung der Ahluingig' 
keit hypereUiptischer Integrale von den Verzweigungspunkten eds Grundlage 
zu dienen. 

Im ersten Teil der Arbeit Averden zunächst einige Eigenschaften der 
ganzen Funktionen j?, mittels deren die Hauptintegrale gebildet werden, 
abgeleitet. Aus diesen ergibt sich dann in § 3, dass die Derivierten 
sämtlicher Hauptintegrale nach den Verzweigungspunkten sich in ein- 

fachster Weise durch die Derivierten — eines einzigen Hauptintegrals (o 

ausdrQcken, woraus dann weiter partielie Differentialgleichungen för die 
Periodicitätsmoduln der Hauptintegrale fliessen. In § 4 werden die Int^e- 

grale — durch die Hauptintegrale dargestellt, das Integral dritter Gattung 

eingefdhrt, das nur in den unendlich fernen Gebieten und einem Punkt 
im Endlichen unstetig wird und aus diesem das algebraisch normierte 
Integral dritter Gattung mit Vertauschbarkeit von Argument und Para- 
meter gCAVonnen. In § 5 werden die Weierstrass'schen Relationen ftir 
die Periodicitätsmoduln der Hauptintegrale abgeleitet und gezeigt, dass 
die in ihnen auftretenden bilinearen Verbind ungen als Periodicitätsmoduln 
von 2p Integralen A^^ und B^ aufgefasst werden können, die ein zweites 
System von Fundamentalintegralen bilden. Diese Integrale sind selbst 
wieder Periodicitätsmoduln des Integrals dritter Gattung. Mit Hiilfe der 
Weierstrass'schen Relationen wird dann der Wert der Determinante 2p^^ 
Grades ermittelt, die die Verallgemeineruiig der Legendre^schen Relation 
far p = I darstellt. Am Schluss dieses Paragraphen werden wir dazu 
geftihrt, die Bedingungen zu untersuchen, unter welchen bei einer ge- 
gebenen Reihe von ganzen Funktionen (^^{z) , ^i(^) , fp^i^) > • • • ^^^ Aus- 

druck , , > — /i-iiJ) f^r iedes h denselben Wert hat. Es besteht näm- 

lich der merkwQrdige Umstand, dass die Integranden sämtlicher in dieser 
Arbeit auftretenden Integrale erster und zweiter Gattung, diejenigen der 
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Hauptintegnile, der Integrale A^ uiid B^ und der Normalintegrale erster 
und zweiter Gattung diese Eigenschaft besitzen. 

Im zweiten Teil wird zu den bekaniiteii Riernann'schen Nonnalirite- 
gralcn erster Gattung als notwendige Ergänzung ein Systern von Norinal- 
integralen zweiter Gattung hinzugefttgt und eine Reihe von 2p+2 Inte- 
gralen Ti aufgestellt, die zu den Derivierten dieser Normalintegrale in 

ebenderselben Beziehung stehen, wie die Integrale — zu den Derivierten 

der Hauptintegrale. Es gelingt dabei zu der eleganten von Herrn Thomae 
gefundenen Relation zwischen den Derivierten der Periodicitätsnioduln 
a^^ der Normalintegrale i. Gattung und deren Integranden eine Reihe 
gleichartiger Relationen hinzuzufögen und als gemeinsame Quelle der- 
selben ein System von partiellen Differentialgleich ungen erster Ordnung 
nachzuAveisen, zu deren Lösungen die Integrale T^ gehören. Ein selir 
allgemeiner Satz, der ftir je zwei Lösungssysteme dieser partiellen Diffe- 
rentialgleichungen besteht, ftihrt dazu, eine enge Beziehung zwischen den 
Integralen T^ und den Derivierten des transcendent normierten Integrals 
dritter Gattung aufzufinden und eine Spezialisierung dieser Beziehung 
liefert eine Funktion ii von Zy die genau der Funktion ^f entspricht, 
mit deren Htllfe Herr Klein seine Primform biidet. Eine kurze Erörterung 
des Zusammenhangs dieser Funktion Q mit der hyperelliptischen Theta- 
funktion biidet den Schluss der Arbeit. 

Schliesslich soll nicht unerwähnt bleiben, dass Verfasser die Anregung 
zu dieser Arbeit, näralich die Kenntnis der Funktionen ^ und der mit 
ihrer Htllfe zu bildenden Integrale einer Vorlesung von Herrn Chktstoffel 
tlber elliptische Integrale (Winter 1890/91) verdankt, doch hat Herr 
Chkistoffel sich darauf beschrilnkt, das Verhalten der Integrale im Un- 
endlichen anzugeben, und hat ohne Beweis die wichtige Gleichung (7) 
in § 2 mitgeteilt. 
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ERSTER TEIL. 



Hauptintegrale und ihre Derivierten nach den 

Verzweigungspunkten. 

% 1. Defl/nition des hypereUiptischen OebUdes. 

Der Theorie der hypereUiptischen Integrale legen wir die Irra- 
tionalität 

zu Grunde, wo f{z) die ganze Funktion 2p + 2^*" Grades von z: 



f{z) = z — e^. z — e^. z — e^ . . . z 



'2p+l 



bedeutet. 

Jede zum Rationalitätsbereich {z , s) gehörige Funktion heisst eine 
»Funktion der Klassei), das Integral einer solchen Funktion ein »Integral 
der KlasseD. 

Alle Funktionen der Klasse sind einer zweiblättrigen Riemann'schen 
Fläche T mit den Verzweigungspunkten e^ , e^, . . . , e^p^i eindeutig zu- 
geordnet. Die Durchsetzungslinien niögen zwischen e^ und e^ , e^ und 
^ij ' ' ' 9 ^2/1 uJ^d ejp+i verlaufen, und die Fläche möge einfach zusammen- 
hängend gemacht werden durch ein Querschnittsystem, dessen Anlage aus 
der Figur leicht ersichtlich ist. 




Das System von Herrn Prym * geht aus diesem hervor, indeni man 



* Prym, Zur Tfieorie der Funktionen in einer zweiblättrigen Fläclie. 1866. 
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dic Querschnitte (a) uiid {b) vertuuscht.^ Die so mit Querschnitten ver- 
sehene Fläche nenncn Avir die Fläche T'. Die Querschnitte a^, a^, ..,, a^ 
sollen Querschnitte erster Art, die h^jh^, . . . yh^ Querschnitte zweiter Art 
heissen. Der Verzweigunggpunkt e^ fällt ausserhulb des Quersehnittsysteins 
und heisst »freier Verzweigungspunkt». 

Bezuglich der Bezeichnungen sei folgendes beinerkt: Den variablen 
Punkt {z y s) der Fläehe T bezeichnen wir durchweg mit x; dazu komnit 
vielfach ein zweiter Punkt f und in diesem soU ^ = C, s = + a sein. 
Die unendlich fernen Gebiete unterscheiden wir durch die Bezeichnung 
cOj und cx),. 

In der Bezeichnung der Indices sind in der jjanzen Arbeit die fol- 
genden Festsetzungen consequent durchgeftthrt worden: 

i) Die Indices i, k können alle ganzzahligen Werte von o bis 2jp+ i 
annehmen.' 

2) Die Indices n , / können alle ganzzahligen Werte von — p bis 
+ p annehmen. 

3) Die Indices A , /i , v» können alle ganzzahligen Werte von i bis p 
annehmen. 



{3. Die Funktionen f . 

Die Funktion s verbalt sich ausserhalb der Verzweigungspunkt<j 
tiberall wie eine eindeutige Funktion von z, känn also in der Umgebung 
eines jeden Punktes c der Flilche T, der nicht Verzweigungspunkt ist, 
nach ganzen Potenzen von 2 — C entwickelt werden. In den unendlich 

fernen Gebieten schreitet die Entwicklun^j nach Potenzen von - fort. 

^ z 

Setzt man dem entsprechend 



' Natiirlich sind (lie Vcrzweigungspuukte in der Figur nur der Uberäiclitlichkeit 
wcgcn in grader Linic angcnommen. Die Schnitte c. ^ • • • ? 0>— i^ ^i^ uötig sind, um die 
Fläche vollends einfach zusammenhängend zu machcn, sind weggclassen, da sie bckanntlich 
fttr dic Thcorie der Intcgralc irrelevant sind. 

' Wo i nicht Index ist, bodeutet es stets ^ — I • 
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SO ist leicht einzusehen, dåsa die a^jfr^^n^^ . , . ganze homogene Funktionen 
der Verzweigungspunkte sind. 

Mit Httlfe dieser Coeffizienten a bilden wir die Funktionen: 

Diese Funktionen jr bilden die Grundlage der weiteren Untersuchungen 
und wir leiten zunächst eine Anzahl Sätze fftr sie ab, von denen wir in 
der Folge Gebrauch zu inachen haben. 
Es i st 



in 



COj z 



^=K'+;+?+--)' 



also mit Benutzung der Entwicklung (i) 

(3) ^=*'i'+^ + -^ + ^^+-} 

Durch Differentiation von (i) nach dem Verzweigimgspunkt e,- findet. man 



a"* 



- - ^ Lar.- ^ zdr, ^ z' z>'i ^ • ■ •} 



und da andrerseits auch 






ist, so folgt 



(4) ^^-äi'*-'^^')- 

Dies benutzen wir bei der Differentiation von (fi,{z) nach c, und erhalten 
Nun liefert eine einfache Division 
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also haben wir die Formel 
Aus dieser Gleichung folgt. 

i?M!} J L tr (z\ = y^^^^^^ 

8 dei "^ 2s{z — et) ^^ ^^ 28{z — eiY 
und da weiter — - = -—(-) also die linke Seite ffleich der Deri- 

28(Z Bi) dei\8/^ ^ 

vierten von ^-^^' nach e< ist: 



^'^ dei\ 8 J 28(z — ei)' 

Diese Gleichung, die Herr Cfiristoffel in seinen Vorlesungen ohne BeAveis 
mitgeteilt hat, findet sich auch in der ersten Abhandlung von Herrn 
WiLTHEiss,^ doch erwähnt Herr W. nicht, dass die in seinen Formeln 
auf der rechten Seite auftretenden Constanten c_2a+i ^^sp. c^a-i gleich den 
Werten der ganzen Funktionen H{x)^ resp. G^x)^ in dem Verzweigungs- 
punkt a, sind, nach dem differentiiert wird, was för uns grade von we- 
sentlicher Bedeutung sein wird. 

Wir haben mit der Gleichung (7) den wichtigen Satz gefunden: 

Der Ausdruck — z — r — (i^tiLM Jiat fur alle Funktionen (tAz) den näm- 

(fk{o.i)dei \ 8 I ^*^ ' 

llchen Wert, und zwar — ( - ) = 

Weitere Eigenschaften der Funktionen ^ ergeben sich, wenn wir nach 
(i) bilden: 

;!-;= + [(i>+.y'+p«,^-'+(;^--IK^''-'+...+«.-''f^'-^-../ 

Andererseits ist 

ilR I ^p. K 

dz 2 ^^ Z — Ci 



* WiLTHETSrt, Crelles Journal^ Bd. 99, S. 246. 



Zar Lehre von den hyperelliptischen Integralen. 



und 



7.= *A'+'-i-+'-^^+ ■■■]■' 



also bestehen die Gleichungen 



(8) 

Da nun 



2f+l 



^9^M = 2(p+ I —k)a,. 



(*-0,l,2,...) 



<-=0 



p,{z) = Z(pu^x{z) + a* 



ist, so erhalten wir, wenn wir hier z -= e^ setzen und tlber sämtliche Ver- 
zweigungspunkte summieren, mit Benutzung von (8) weiter: 



(9) 






<-0 



Diese Gleichungen sind, wie aus (4) zu ersehen ist, nichts anderes, als 
die Euler^schen Gleichungen ftlr die hoinogenen Funktionen a^ und zeigen, 
dass diese in den Verzweigungspunkten von der Dimension k sind. 

Sie können auch dazu dienen, um die Coeflfizienten a^ , a^ , . . . in tlber- 
sichtlicher Weise wirklich darzustellen. 

Ist iiÄmlich a^ die Summe der Ä*®" Potenzen der Wurzeln von f{i) = o, 
also 

so ist offenbar nach (9) 

Aus diesen Gleichungen känn man successive die a^y a^, ... berechnen und 
allgemein erhält man: 



(-i> 



^* "" 2*. k 



o 



o 



^ 



• ■ 



(Ti^l (Ti^2 ^k-Z ^k-A . . . 2A; 



I ^k ^k-\ ^*-« 

Aäa mathåmatiea. 20. Imprimé le 13 aodt 1895. 
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10 Paul EpsteiD. 

Ich suminiere jetzt in (5) Qber alle Verzweigungspunkte und be- 
nutze die Gleichungen (8), Dann kommt: 

(10) ^ ^^ = -{p+ i)a^z'-'-pa,z'-' -...-{p + 2- k)a,_, 
Hier ersetzen wir links ^ nach (6) durch — f]^SlL — f^}^ y^j haben 

dBi ^ ^ 2(z — Bi) 

^ det s dz'*' ^ 2(z — et) ' 

also ergibt sich aus (10), wenn wir noch beide Seiten durch s dividieren 
und (7) heranziehen: 

(-t -1,2,...) 



§ 3. Die Hauptintegrale. 

Wir fiihren jetzt 2p + ' Integrale ein: 

(1) (o,[x) = / ^^^^" ^^ dz i^T w = — i?,— (p— i),,..,— I ,0, + I,. ..,!>, 

und nennen sie die hyperelliptischen Hauptintegrale. 

Diese sind in der Flache T' im Endlichen tlberall stetig; ini Unend- 
lichen zeigen sie ein sehr einfaches Verhalten. Es gilt näinlich der Satz: 

In der Entwicklung eines /eden Hauptinfegrals im Vnendlichen nach 
Potenzen von z fehlen, bis auf eines, alle variablen Glieder bis zu der 

Potenz 



Beweis. Es ist 



CX) 

in 

00 



. ,=±^*.(,+i+^^+...) 
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also 



^P+n-^\ 



±^"-'« = F.^-(^)+^^^T^+..-, 



folglich 



¥^P + n{z) 



g — + ^ — (^p+n + 1 + • • •)• 



Wir wollen jetzt durch das Symbol 2'„ eine Entwicklung von der Form 

andeuten und eine solche kurz als »l^^-reihe» bezeichnen. Dann können 
wir also schreiben: 

in °°' 2H±ii(£) = + ,.-. + s,^^ 
und durch Integration folgt hieraus, wenn n von null verschieden ist: 

ist aber n = o, so hat man 



CO 

(2 a) in ' (o^ = ±yogz + 2,+,. 



Die beiden letzten Formeln enthalten den oben ausgesprochenen Satz. Sie 
zeigen aber auch, dass die p Integrale mit negativem Index a)_.p , . . . , ö>_i 
auch im Unendlichen stetig, also Integrale erster Gattung, die Integrale 
ö>j,ö>j,...,ö>p dagegen Integrale zweiter Gattung sind, die nur im Unendlichen 
unstetig werden. Diese Integrale bilden zusammen ein vollständiges Sy- 
stem von Integralen erster und zweiter Gattung. 

Das Integral w^ endlich ist Integral dritter Gattung, wird aber in 
der weiteren Untersuchung keine Rolle spielen, da die Hauptintegrak 
stets mit ihrem Index multipliciert auftreten werden. 

Auf dem ausgezeichneten Verhalten der Hauptintegrale im Unend- 
lichen beruht die Leichtigkeit, mit der sich jedes Integral der Klasse bei 
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gegebenen Unstetigkeiten durch Hauptiiitegrale darstellen lässt. Wir 
werden hiervon im nächsten Paragraphen Beispiele haben. 

Uber die Integrationsconstanten der Hauptintegrale verfögen wir in 
der W^ise, dass die Summe der Werte, die die Integrale im Unendlichen 
auf beiden Bl&ttern haben, nuU ist. Wir erreichen das, wenn wir den 
Anfangspunkt der Integration in den freien Verzweigungspunkt e^ legen. 

Die Periodicitätsmoduln der Hauptintegrale bezeichnen wir in folgen- 

der Weise: Bs bedeute J du ein Integral tiber einen geschlossenen Weg 

I, wobei die eingeschlossene Fläche beim Integrieren zur Linken bleibt. 
Dann ist 



an a^: ö>„ — ö>„ 






V 



Zwischen diesen Periodicitätsmoduln bestehen zwei Reihen bilinearer Rela- 
tionen, die man als Riemann'sche und Weierstrass^sche Relationen be- 
zeichnet. Wir entwickeln in diesem Paragraphen nur die ersteren — die 
Weierstrass^schen Relationen werden wir in § 5 finden — indem w*ir das 
Integral 

erstreckt Qber die Berandung der Fläche T', also Qber die Querschnitte 
in bekannter Weise doppelt ausfnhren. Es sollen dabei die Indices I und 
n beide von nuU verschieden sein. Ein erster Wert des Integrals ist 

p 

Durch Betrachtung der logarithmischen Unstetigkeiten des unbestimmt 
genommenen Integrals finden wir nun: 

J>ie Samme I^i ist nur dann von NuU verschieden^ wenn I — — n ist 

Dann ist /., = — . 

"* n 
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Sd das Symbol {nt) = i öder o, je nacMem n = I öder nichty^ so 
känn man diesen Satz durch die Formel ausdrClcken 

Wenden wir jetzt die Ergebnisse des vorigen Paragraphen auf die Haupt- 
integrale an, so ha ben wir zunächst den Satz: 

Der Ausdruck 7—7 — - hat fur alle Hauptintegrale den nämlichen 

Wert und ist gleich dem Integral j — __ = — / — . 

Wir bezeichnen dieses Integral in der Folge mit — , so dass also 

t dz 

ist und haben: 



(5) . 9^==^'+»^^')^/ 

Das Integral — habe die Periodicitatsmoduln 



»-0,l,...,Sp+J) 



an 



r dz 



V 



an 



by. g„- J 2s{z-e,] 



dann haben wir 



"/« 



(6) -^ = 9^pU^i)Pi,^ -^ = 9^pU^i)9i,' 



dei ^^-^"^ •'-^•'" dCi 



^ Herr Christoffel gebrauoht in gleicher Bedeutung das Symbol ( .t. (Crelles 
Journal Bd. 68, p. 254.) 
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Weiter finden wir aus der letzten Formel in § 2 durch Integrieren, wenn 
wir noch p -{- n + i an Stelle von k setzen: 



(7) 

also auch 



2p+l 






(8) 






Wir fogen hierzu noch die leicht zu beweisende Formel 



(7') 

also 
(80 



r9w I 



Li^,^ = O und T g, = o, 

i < 



ersetzen ferner in (7) und (8) frp+„+,(eJ durch ö,f,>+»(c<) + a^+^^i und er- 
halten 



(9) 



und 



(10) 



S«<F;.+.(«<)?7 = Z«'S^= 



«f;>+»(«) 



3e,- 



B 



+ MW, 



2^e.jPp+.(e, )/>(;. = 5l«i^7 = "«-/«' 



2^«<ifp+-(eOy*,. =S«i-^Jf= ¥-;.• 






Das sind die Euler*schen Gleichungen för die Periodicitätsmoduln der 
Hauptintegrale und sie zeigen, dass die a^^^ und y9„a homogene Funktionen 
der Verzweigungspunkte von der Dimension n sind. 

Wir können hier an die DifiFerentialgleich ungen ankntipfen, die Herr 
WiLTHEiss^ för die Periodicitätsmoduln der Ihtegrale i. und 2. Gattung 



* WiLTHEiss, Pariielle Differentialgleichungen der hypereUiptischen Theta funktionen, 
Mäth. Ann. Bd. 31, S. 140 f. 
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gefunden hat. In den Gleichungen von Herrn Wiltheiss treten nicht, 
wie bei uns die Differentialquotienten der Periodicitätsmoduln nach den 
Wurzeln, sondern nach den Coeffizienten der ganzen Funktion f[z) = s^ 
auf. Wir woUen daher auch diese Coeffizienten in unsere Gleichungen 
einföhren und machen dazu folgenden Ansatz: 
Es sei 

Wir föhren die Reihe von Funktionen ein 

fk\^) ^ ^ "T ^i^ + ^2*^ + • • • "T ^*J (*=0,l,...,2p+2) 

und gewinnen ganz entsprechend, wie bei der Betrachtung der Funktionen 
^ in § 2 die Sätze: 

77 = — /i-, (c,), r/;(C() = (2jp + 2 — k)Ci, re,/;_,(e,) = — kc,. 

Die linken Seiten der Gleichungen (8) werden jetzt bei Einföhrung der 
Coeffizienten c: 



2/>+12p+2 






t-0 m = l '" . m i ' *" 



= -i:(2l> + 3-»«)c._,%-^; 



m 



folglich haben wir 

2/) 4-2 



(8 a) £(2p + 3_^),_,f^ 






- - m 



Ebenso formen wir die linken Seiten der Gleichungen (10) um in 







ind haben also 


• 


10 a) 


2p+2 
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Die Ahnlichkeit dieser Differentialgleichungen (8 a) und (loa) mit denen 
des Herrn Wiltheiss ist augenfftllig. Die Unterschiede rQhren daher, dass 
Herr Wiltheiss die Klein'sche Form der Integrale i. und 2. Gattung zu 
Grunde legt und die Coeffizienten von f[z) in etwas anderer Weise, wie 
wir, bezeichnet. 

Aus — = / —. T folgt durch Differentiation nach einem von e. 

dei J 28(Z — Bi) ° * 

verschiedenen Verzweigungspunkt e^i 



d 

de 



^io _ r dz _ ^ I r ^* c ^^^ 1 

idet J 4«(« — «<X« — ^k) 2(e< — et) ij 2»(» — e,) J 2s{z — et) I 



oder 



3*Ö> I /dO) dQ}\ 

^ ^ deidet 2(e< — c*) \ae< det/ 

und wenn wir zu den Periodicit&tsmoduln Hbergehen: 

^Pifi ^Pkfi __ Pift — Pkji 

det dei 2(e< — et) (f,*=o,i,...,2;)+i) 

(12) a^k) 

dqifi dqtfiL qifi — gkfi (;«=i,2,...,p) 

det '^ dBi ""2 (ei — et) ' 

Fftr die Periodicitätsmoduln der Hauptintegrale setzen sich diese Gleich- 
ungen um in partielie Differentialgleichungen 2. Ordnung, in denen imraer 
nur zwei Verzweigungspunkte vorkommen. Wir erhalten nach (6), wenn 
wir noch aus § 2 Gleichung (6) zuziehen, diese Differentialgleichungen in 
der Form: 



% 4. IHe Integrale -^ und das Integral dritter Oattung. 

de^ 

Wir haben gesehen, dass sich die Derivierten der Hauptintegrale 
nach den Verzweigungspunkten in einfachster Weise durch die Derivierten 



d(0 

de 
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des einen Integrals o> = / — niisdrncken, welclie selbst wieder Inte- 



grale der Klasse sind, indem 

do) r dz 

de i I 2s(z — ei) 

Da diese Integrale nur algcbraisch unstetig werden, mössen sie sich li- 
near diirch dle Hauptintegrale i. und 2. Gattung darstellen lassen. Wir 
können diese Darstellung finden, wenn wir die Gleichungen (7) des vorigen 

Paragraplien in Verbindung mit (7') nach den — auflöscn, doch mössten 

wir zur Ermittlunc^ der dabei anftretenden Detcrminanten noch eini^ije 
Eigenschaften der Funktionen jr entwickeln. Wir ziehen es daher vor, 

die Darstellung direkt ans der Betrachtung der Unstetigkeiten der Inte- 

ti /it 
grale — herzuleiten mit Httlfe eines Verfahrens, das in ahnlicher Weise 

bei jedem Integral der Klasse angewandt werden känn. 

Das Integral — wird nur im Verzweigungspunkt e, unstetig, und 

zwar wie , sodass 

in e^: -- = ._ = n: 4- fet. cont. 

Die ffleiche Unstetifijkeit und sonst keine im Endlichen zeif]:t die Funktion 

der Klasse: 

s 

also ist 

V = ^-^ + 



ein Integral der Klasse, das im Endlichen uberall stetig ist. 

Wir entwickeln T' im Unendlichen nach Potenzen von z bis zur 



Potenz — rpj; also bis auf eine J^+i-reihe. 

Zr 



Wie man sieht, wird — im Unendlichen o''^^ (von einer Constanten 

Äeta maihemaHea. 20 Imprlmé le 13 noAt 1895. " 3 
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kOnnen wir absehcn, da wir sie zu der 2^^.i-reihe nehtnen können), also 
liefert — keinen Beitrag zu der beabsichtigten Entwicklung von V. Wir 
haben daher 

Nun haben wir aber im vorigen Paragraphen gesehen, dass 

in Z' +^' = ^^n + £p^i 



CO, 



ist, also ist auch 



CO 

in 

oo 



! ^ ^ 7T^,?/^'>-(^'^^-(^) + ^p^-' 



Die Differeniz 

I "*"'' 

ist öberall stetig, also entweder Integral i . Gattung öder constant. Nun 
ist aber A im Unendlichen eine i^^^i-reihe, andererseits ist, infolge der 
Formeln (2) des vorigen Paragraphen^ kein Integral der Klasse im Un- 
endlichen eine reine Ip^i-reihe, folglich muss A eonstant sein. leh nehme 
es als Integrationsconstante zu V und habe 

Die Periodicitätsmoduln von — ergeben sich daraus in der Form: 

dCi ° 

I -^^ 

\^J ^p V/i- 1, 3 p ) 

9¥ =" 7^5^fp-»(^0/'«;»- 
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Fogen wir zu den Hauptintegralcn noch das Integral * 

(3) »'(^'^=j,-ircr.' 

80 haben wir alle Integrale, die zur Darstellung eines beliebigen Integrals 
der Klasse nötig sind. 

Das Integral r{x , f) besitzt als Funktion von z nur logarithinische 
Unstetigkeiten, hat also den Charakter eines Integrals 3. Gattung, und 
zwar ist 

in f : r = log(;8f — O + ^^*' ^^^*- 

in * : r = lo<x (- ) + fet. cont. 

CO, 2 ® \z/ * 

Die Periodicitätsmoduln von r an den Querschnitten seien: 



an a/. 



^^(^)= JWts' 



(4) 

an b,: B,{$) = - / ^ 



(/i-=l,2,...,p) 

dz 

28* 



% 



Ausserdem besitzt r constante (d. h. von f unabhängige) Periodicitftts- 
moduln an Schnitten, die von einem beliebigen Punkt nach den loga- 
rithmisehen Unstetigkeiten ftihren. 

Die Derivierten des Integrals r{x , f) nach den Verzweigungspunkten 

drticken sich in sehr einfacher Weise durch die Integrale -- aus. Man 

findet nämlich leicht, wenn man in (3) unter dem Integralzeichen difie- 
rentiiert: 

^^^ dCi 2(C— eO det 



^ Dies Integral ist ein bekaooter Spezialfall der von Herrn Ghkistoffel in die 
Lehre von den Abcrschen Integralen eingeftthrten Funktion R. (Annali di Mat., t. IQ, 

p. 97.) Es ist identisch mit dem Integral / H(x'y\ xy)dx von Herrn Weierstrass. 
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und daraus weiter durch. Ubcrgang zu den Periodicitätsmoduln: 

Die Derjvierte des Integrals r{x , f) nach dem Parameter C liefert das 
Integral 2. Gattung, das nur in einem Punkt im Endlichen zur ersten 
Ordnung unendlich wird, nämlich: 

(7) 



= -/'-^^i^^'^- (^-S) 



Wir wolleu es durch die Hauptintcgrale darstellen. 

t{Xy$) wird als Funktion von z nur in c unstetig, und zwar wie 

- - . Die gleiche Unstetigkeit und keine andere im Endlichen zeigt 



die Funktion der Klasse: 

8 + (T i 



z — ^ 2a 
also ist die Differenz 

V=t{x, $)-" + " • 



Z — c ^(T 

Integral der Klasse und im Endlichen stetig. 

Entwickeln wir wieder V ini Unendlichen nach Potenzen von 2 bis 
auf eine 2p+i-reihe, so ist zunächst 

Das zweite und dritte Glied unter dem Integral zeichen liefern zu t(x , ^) 
Beiträge, die im Unendlichen zu höherer, als der^;^" Ordimng null werden, 
also können wir ansetzen: 



m ' 

00. 



t{:t , f ) — / 7(7Z7^j« "^ ^V-Hi 



W^^'^^'^'' 
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Ferner ist 

8 + a i l 8 



z — ^20 2(z — o 2a{z — O 
also 



in ^» y = ^ + v ^ 

OO, 2<T(2r — C) ^ 



= +^p + f.(0-^'-' + F,(0^'-* +- + ^] + ^v+.- 



Wir finden jetzt genau, wie oben bei den Integralen — : 
Aus diescr Formel erhalte ich durch DifiFerentiation nach z: 



V9j ,;r/3_Q28"^ 2 Z-^ ^ « ^/is(C— ä)2^"^ 2Z-. 



V 



8 



odcr nach leichter Reebnung 

Wie man sieht, entspricht die Gleichung (9) der in der Einleitung er- 
wähnten Weierstrass^schen Hauptgleichung (i) und sie zeigt, dass die 
Hauptintegrale, bis auf constante Faktoren, ein System zusammengehöriger 
Fundamentalintegrale im Sinn von Herrn Weierstrass bilden. Natnrlich 
känn man verlangen, diese Gleichung auch ohne Benutzung der Integrale 
lediglich mit Htllfe der Funktionen f> abzuleiten und dics gelingt auch 
in der That ohne grosse Möhe. Man känn dann umgekehrt von hier aus 

zu den Integralen t{x y ^) und — gelangen, wobei man mit Vorteil von 

den Gleichungen 

^ * ^ Ä — C 28 ^ 2(C— €i) det 

Gebrauch machen känn. 
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Multipliciere ich Gleichung (8) mit — dC und integriere, so kommt: 



(»o) • r{x ,^) = r{$,x)+l f nö>_(f)ö>.(^). 



Biide ich also die Funktion 
so ist 

(12) n{x,$) = n{$,x). 

Diese Funktion 11 unterscheidet sich, als Funktion von Zy von r{x , $) 
nur durch ein Integral i. Gattung, hat also genau dieselben Unstetigkeiten, 
wie r{x , c). Wir können sie, nach ciner von Herrn Klein eingefuhrten 
Terminologie, als das algébraisch normierie Integral 3. Gattung bezeichnen. 
Man känn, nach dem Vorgang von Herrn Klein, dieses Norinal- 
integral in Form eines Doppelintegrals schreiben, wodurch die Eigenschaft 
(12) der Vcrtauschbarkeit von Parameter und Argument in Evidenz tritt. 
Es wird nämlich 

(■3) »^-'^'jpi^S'"'^' 

und darin ist nach (9): 

(14) F{z,(i) = f{z)-[r{z){z-:) + (^ - C)\f vjr,,,Wj.,_.(0. 

Diese Funktion F{z , C) muss, wie schon in der Einleitung erwahnt und 
durch Gleichung (9) bestlUigt wird, in z und C symmetrisch sein. Durch 
eine eingehendere Untersuchung der Formel (14), die wir hier ftbergehen 
können, känn man diese Symmetrie auch ftusserlich zum Ausdruck bringen, 
nämlich durch die Gleichung: 

(14a) I^[z y C) = ^ 1 
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worin 

Wie man sieht, ist der von dem letzten Glied in (14 a) herröhrcnde Teil 
von A7(rr , f) als Funktion von z wie auch von C Integral i. Gattung. 
Lasse ich ihn daher fort, so ist auch das mit Hölfe der Funktion 



gebildete Integral 

^ \(T + 0{z , C ) 



II' 



dz(K 



ein algebraisch normiertcs Integral 3. Gattung. 



% 5. Dte Periodieit&tsmoduln von r(x,$). 

Die Formel (10) im letzten Paragraphen liefert auch eine Darstellung 
der Periodicitatsmoduln -4,,(f) und B^{$) von r(a: , f) durch die Haupt- 
integrale. Es besitzt nämlich das dort rechts stehende Integral r(f , x) 
als Funktion von z keine Periodicitatsmoduln an den Querschnitten, sodass 
wir crhalten 

Wir entnehmen daraus zun&chst den Satz: 

Die Periodicitätsmoduln der Ftmktion r{x , f), also die QuerschnitUnte- 
grde (4) im vorigen Paragraphen^ sind als Funktionen des Parameters C 
Integrale der Klasse, die nur im Unendlichen und zwar zur Ordnung p un- 
stetig werdefi. 

Diese Integrale A^^ nnd B,, zeichnen sich dnrch besonders einfache 
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Eigenschaften hinsichtlich ihrer Periodicitatsmoduln ans, die wlr jetzt 
ableiten wollen/ 

Wir multiplicieren von den Gleichungen (i) die crste mit y?,,^, dio 
zweite mit a,^,, subtrahieren die erste von der zwciten und summieren 
dber alle /x von i bis p. Dann erhalten wir 



+r 



Nun haben wir in § 3 gesehen, dass die Summe nach /i auf der rechtcn 
Seite nur för n = — / von null verschieden ist, und dass ilir Wert in 

diesem Falle gleich — ist, also haben wir 



/ 



(2) 



Z(a,,7?,(0— A'^^.(f)) = 27:uo,{S), 



(/+o) 



als Darstellung der Hanptintegrale durch die Integrale A^^ und B^,. 

Andererseits können wir die Hanptintegrale durch Auflösung der 2p 
Gleichungen (i) finden. Wir föhren zu diesem Ende die ans sfimtlichen 
Periodicitiltsmoduln silmtlicher Hauptintegrale gebildete Determinante 2p 
Grades ein: 



ten 



(3) 



D = 



a_ 



7.1 



0L_ 



Pl 



U 



a 



11 



OL 



-12 



12 



Of;,! 



^r2 



a_ 



«_,;, y9_n y9_ 



12 



^\P Pn P\2 



a 



pr 



P. 



>i 



lO • • 



P-^v 



'ip 



'pp 



Ihre ersten Unterdeterminanten sind 



aZ) aD 



a««/x ' ay9, 



U/i 



(;<=1,2,...,p) 



' Eine Herleitung dieser P^igensohaftcn auf ganz andcrcm Wcge findet sicb echoD 
in der Dissertation von Pauls, Uber die Bexiehung des Riemann' schen Integrals 2. Qaitung 
zu den Periodicitätsrnoduln der Funktion lt(0 \ é). Strassburg 1882. Die Funktionen 
91^(0) und 93;t(0) von Herrn Pauijs sind identisch mit anseren — -^ni^) , — ^iii^)- 
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also gibt (lie Auflösung der Gleichungen (i) nach den Hanptintegralen: 

vergleichen wir dieg mit (2), indem wir dort l = —n setzen, so er- 
halten wir 

Nun bestehen nach einem Fundamentalsatz der Lchre von den Determi- 



nanten die Gleichungen 



i« 



dD 

= o. 



nft 

nv 



3/9, 



(5) 



'""aa-v 



S«..^=(H^. 



(n = — p...+^) 



worin {fiu) das schon in § 3 gebrauchte Symbol bedeutet. In diese Gleich- 
ungen setzen wir die in (4) gefundenen Werte der Unterdeterminanten 
von D ein und erhalten 

5Ina, a_„, = o, 
fl 

T,na,f,^^,, = — 4T»(/tv)- 

fl 

Die vierte Gleichung liefert dasselbe, wie die dritte. 

Dies ist die, schon in § 3 erwähnte, zweite Reihe bilinearer Rela- 
tionen zwischen den Periodicitätsmoduln der Hauptintegrale. Man nennt 
sie die Weierstrass' schen Relationen. 

Nun sehen wir aber aus (i) sofort, dass wir in den linken Seiten 
der WeierBtrass'schen Relationen die doppelten Pefiodieitfttsinodiiln dei* 

Aeia tnailumaHea. 30. Imprimé le 15 aoOt 1896. 4 
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Integrale -4^t(^) ""^ ^tX^) ^^^ ^^^ haben. Wir ersehen daraus, dass 
diese Integrale das einfachste ttberhaupt mögliche Verhaltcn an den Quer- 
schnitten zeigen, indem Jedes nur einen einzigen von nuU verschiedenen 
Periodicitätsmodul und zwar an dem Querschnitt besitzt, der in der Dar- 
stellung durch Querschnittintegrale (§ 4 (4)) als Integrationsweg dient. Wir 
bringen dies Verhalten tlbersichtlich in folgender Tabelle zum Ausdruck: 





«i 


öj ... 


a. 


■ \ 


&2 


. K 


A 





... 





— 27:i 








A 





... 








* 
2 slI • « 





• 


• 




• ... 
... 





• 







■ . • 

. . — 27n 


B, 


27ri 


... 











• 

. . 


a. 





27:1 . . . 











. . 


• 


• 



. ... 
... 


• 

27ri 


0. 









Die Gleichungen (4) filr die Unterdeterminanten von D setzen uns in 
Stånd, die Determinante I) selber zu bestinnnen.* 

Bilden wir namlich aus einer Reihe Unterdeterminanten die Deter- 
minante y^" Grades: 



D' = 



dD dD 



a/^ii dfiu 



... 



9D dD 






9D 



9^1 3Ä» ■ ■ ' 9^1 



PP 



80 haben wir erstens nach (4): 



{4my 



* Vgl. hierzu die gaoz analoge Untersuchung bei KrazeR und Prym, Neue Ortind- 
lagen einer Tfieorie der allgerneinen Thetafunkiionen. S. 63 f. 
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wo 



A = 



a__ 



11 



Ot__l2 • • • ot— 



ip 



• • • • 



a_ 



pi 



Gt ||2 . • • OL 



PP 



ist, eine Detenninante, die uns iin nächsten Paragraphen wieder begegnen 
wird. Ihr Wert ist bekanntlich stets von null verschieden. 

Einen zweiten Wert von D' finden wir, wenn wir in bekannter Weise 
diese Detenninante zu einer Determinante 2y®° Grades erweitern, sodass 
wir erhalten: 

I ... o o ... o 



D' = 



. • • 



o 

dan 



• • • 



o ... o 



3«ip 



dD 



aö 



3/^11 ■ ■ ■ 3^1, 



. • 



• • . • 



dD 



dD 



dD 



dD 



da, 



p\ 



da 



PP 



3/9, 



• • • 



pl 



3/9; 



PP 



Multiplicieren wir diese Determinante mit der Determinante D, so er- 
halten wir mit Benutzung der Gleichungen (5): 



DD' = 



0L_ 



P\ 



a-11 



^pX 



a_ 



p\ • 



= D' 



a-11 



^-pp 





• • • 





«-!/» 





. • • 





^\p 


D 


• • . 





• 
Clpp 


• 
. 


• • 


• 

D 



■PP 



r(r-i) 



= {—l) ' D"A. 



a_ 



ip 
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Vergleichen wir dies mit dem eben erhaltenen Wert von D', so folgt 

Als wichtigstes Ergebnis folgt hieraus, dass die Determinante D von den 
Verzweigungspunktcn unabhängig ist. För p = i haben wir die Le- 
gendre^sche Relation. 

Die entsprechende Determinante för die Periodicitatsmoduln anderer 
FuTidamentalintegrale ist öfters Gegenstand der Untersuchung gewesen/ 
zuletzt von Herrn Vahlen in Crelles Journal, Bd. 114, S. 47, doch 
scheint die hier gegebene Ableitung neu zu sein. 

Wir wollen schliesslich för die Integrale Ä^,{x) und B^{x) einen Satz 
ableiten, an den sich eine allgemeinere Betrachtung anschliessen wird, 
die uns im folgenden Paragraphen von Nutzen sein wird. 

Aus den Darstellungen (i) von A^^ und B^ sehen wir, dass wir diese 
Integrale in der Form ansetzen können: 



('> *, 



(8) ^,(.).yÄWrf«, .B^i.)=f«fi 

worin die P^(i^) , QiX^) ganze Funktionen von z vom Grade 2p sind. Aus 
denselbcn Formeln in Verbindung mit den Gleichungen (2) des vorigen 
Paragraphen folgt: 



dz 



(?,(.,) = lim. ^^ = V(eO?.,. 



ftt 



dz 2 



Nun haben wir aber nach (6) im vorigen Paragraphen: 



also ist 



2(a — ei)dAf^{x) 2{z — ei)dBfj,{x) 






* Vgl. FucHS, Crelles Journ. Bd. 71, S. 128 ff. Königsberoer, Vorlesungen 
fiber die Theorie der hyperdliptischen Integrale, S. 70—78. Winckler, Wiener Sitz- 
UDgsber. Bd. 62, S. 115. 
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und wenn wir nach z diflbrentiieren: 

Wir erkenneii also, dass ftir die 2p ganzen Funktionen P^(^) und ö/t(^) 
derselbe Satz gilt, wie för die Funktionen ft{z)y da^s mimlich die Ätts- 

drucke ^ , ^ — (_a1^) uiid -—, (-^^— ) fär alle Funktionen I\ und 

Q^ d^nselhen Wert haben. 

Wir wollen jetzt, wenn ^{z) irgend eine ganze Funktion von z ist, 

die auch von den Verzweigungspunkten abhJlngt, den Ausdruck — r- — (^-\ 

durch das Symbol 

bezeichnen und fragen, welche Bedingungen eine Schar von ganzen Funk- 
tionen (1^q{z) y (J)^{z) y . . . ^ ip^{z) erfttUen muss, damit 

A.(^J = A,(^.) = . . . = A<(^.) = r< 
ist. 

Wir können jede ganze Funktion linear aus den Funktionen ft{^) 
zusammensetzen, sodass wir ansetzen können: 

^0 = ^^oofo + «oiFi + • • • + <ht9^k, 



d>n = ^fnO^O + ««lFl + • • • + ^nt^tJ 



wenn k der höchste unter den Funktionen ^ vorkommende Grad ist. 
Bilden wir jetzt das Symbol A<, so ist 



also 



A,(?.) - A,(^,) = A,{f,) = „(, '_ .^, = «n 
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Soll nun för jedes z 



A.(^o) = A,(^,) = . . . = A.(^.) = r, 



seii), so mössen die Gleichungcn bestehen: 





• S^oo ' 3«.o I 3<«-o ,0 






c''„(e.) 3^* ^SC^i) a<". ■■■ M<'i)^''i 






• 3".i • 5"., ' 3««> M) 




M) 


v''»(''*) 9«( s-''.(«() 3''.- ■ ■■ v''»(«*) a«i ' ' 

I a«o* I 3" Ii I 3a ,t (j, 


(i-0,1 2/.+ 1) 




V''.(«() 3«< i^,(«<) 3^< ■ ■ ■ V''«(^.) ^''i ^* ' 




md es ist 







(12) r,^0, + c<"^ + cV>^ + . . . + 4"^* 



8 S S 



Wir können dies in dem Satz zusammenfassen: 

Damit fUr ein System von ganzen Funhtmien ^^ ^ • • • ^ i^« > ^^^ ^^^'* ^^ ^^^ 
angegehenen Weise durch die (p ausdruckeji^ Ai{(/\) = Ai{(p^) = ... = Ai{(p„) 
ist, ist notwendig und hinreichend, dass 

— ^k 



vam Index /t unabhängig ist, 

Diese Schlösse bleiben unverändert, wenn wir statt der Darstellung 
der <!> durch die Funktionen ip eine solche durch irgend eine andere 
Funktionenreihe ^t (A;=i,2,...) ansetzen, för die ^i{Xk) bei jedem Wert 
des Index h denselben Wert hat. Wir haben somit den allgemeineren Satz: 

Sind ^1 > ^2 > i^3 > • • • ^^^ yf 1 ' /f 2 ' yf 3 > • • • ^^^^^ Reihen ganzer Funk- 
tionen von Zy för die 

A,(<;^) = A<(^,) = A.(^,) = ... = r., 
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und lassen sich die Funktionen der einen Reihe linear durch die der andern 
darstellen, so dass 

80 ist 

vom Index /i unabhangig und 



Liegt irn Besonderen, wie dies im nächsten Paragraphen der Fall sein 
wird, eine Darstellung der <f) durch die Funktionen r^{z) und Q^{z) vor, 
so dass 



so niQssen 



ci*> = -h^ und rf^/) = --f-^?^ 



vom Index fi unabhangig sein und es ist 

(13) A.(^,) = r, = ö,+£o«^+£rf 



xi)Q 



I 






wo aber jetzt 



f (ci) dzz — e, 

zu setzen ist. 
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ZWEITER TEIL. 



Die Normalintegrale erster und zweiter Gattung und ihre 
Derivierten nach den Verzweigungspunkten. 



g 6. Die Iformalintegrale erster Gattung. 

Das Normalintegral erster Gattung Uf^{x) (// = i , 2,...,jp) wird be- 
kanntlich definiert dureh die Bedingung, am Querschnitt a^ den Periodi- 
eitätsinodul m zu haben, an allén tlbrigen Querschnitten erster Art aber 
stetig zu sein. Bezeiehnet wieder A die Determinante der Periodicitäts- 
moduln der Hauptintegrale erster Gattung an den Querschnitten erster 
Art, also 



(O 



A = 



a_n a_i2 



. a_ 



ip 



a-21 «- 



22 



a_ 



ip 



a_ 



ri 



a_ 



p2 • • 



. a_ 



pp 



und werden die Unterdeterminanten durch 



(2) 






bezeiehnet, so ist das /i'* Normalintegral i. Gattung 



(3) 



Uy{x) = 7ri'^^a}_,{x) 



(/*=1,3, ...,p) 



Irgend ein Integral erster Gattung Wj das an den Querschnitten erster 
Art die Periodicitätsmoduln a, , a^ , . . . , ot^ hat, wird durch die Normal- 
integrale in der Form 



(4) 



tv 



= ir« 



TTl fl 



/.«/. 



dargestellt. 
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An den Querschnitten 2. Art hat das Normalintegral ^«^ die Periodi- 
citätsmoduln 

und es ist bekanntlich 

Neben die Darstellung (3) der Normalintegrale i. Gattung durch ein 
System von p linear unabhängigen Integralen i. Gattung tritt eine andere 
dureh die Integrale Äx{x) und Bx{x), die in raancher Hinsicht Vorzöge 
vor der ersteren bietet. Es ist nämlich die Untersuchung der in der 
ersten Darstellung auftretenden, aus Periodicitatsmoduln gebildeten De- 
terminanten bis jetzt noch nicht in wtinschenswerter Weise durchgeföhrt 
worden und scheint auch beträchtliche Schwierigkeiten zu bieten, wahrend 
man auf der anderen Seite in den verschiedenen Ausdrtlcken fttr die 
Funktionen Ax und Bx und ihren ausgezeichnet einfachen Eigenschaften 
Mittel besitzt, um in vielen Fallen mit ihnen vorteilhaft arbeiten zu 
können. 

Diese Beziehung zwischen den Normalintegralen i. Gattung und den 
Periodicitatsmoduln des Integrals r entspricht dem Satz aus der Theorie 
der Aberscheii Integrale, dass sich die zweite Halfte der Periodieitats- 
moduln eines Integrals 3. Gattung (das stets als eine DifFerenz von r- 
Funktionen aufgefasst werden känn) ausdrtlekt durch die erste Halfte 
und die zwischen den Unstetigkeitspunkten als Grenzen genommenen Nor- 
malintegrale I. Gattung.' Wir leiten sie in folgender Weise ab: 

Es gilt der Satz: 

Sind aj , a, , . . . , a^, b^ ^ b^ ^ . . . , b^ die Periodicitatsmoduln irgend eines 
Integrals erster Gattung w an d^n gleichbezeichneten Querschnitten^ so ist bis 
auf eine Integrationsconstante 

(5) w = ^Y{axBx(x) — bxAx(x)), 

Ofifenbar hat die rechte Seite infolge des im vorigen Paragraphen 
gefundenen Verhaltens der Ax und Bx an den Querschnitten die gleichen 



* Clebsch-Gordan, Theorie der AbeVechen Funktionen, S. 119. 
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Periodicitatsmoduln, wie das Integral w. Es ist also zum Beweise des 
Satzes nur zu zeigen, dass die Summe rechts in T' von jeder Unstetig- 
keit frei ist. Zu diesem Behufe föhren wir die Darstellungen der Äx und 
Bx durch die Hauptintegrale (§ 5 Gleichungen (i)) ein und erhalten 

Hier setzt sich die erste Summe aus den Hauptintegralen i. Gattung zu- 
sammen, ist also ttberall stetig. pie zweite Summe dagegen fällt fort, 
da wegen der bekannten bilinearen Relationen zwischen den Periodicitats- 
moduln je zweier Integrale i. Gattung 

^M^nx — bxa^„x) = o 

ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir erhalten jetzt sofort als Darstellung der Normalintegrale i. 
Gattung durch die Integrale Ax und Bxi 

(6) 2u,,{x) = B^{x) —^Ta^xM^y 

Wir ftthren nun ftlr die Integranden der Normalintegrale i. Gattung 
die Bezeichnung ein: 



dz 



(;i=l,2,...,p) 



Es sind also die <P^(-?) ganjse Funktionen von z vom Grade p — i 
und ich behaupte: 

Die Funktionen 0^{z) haben die Eigenschaft, dass der Äusdruck 







fAr jede dersdben den nätnlichen Wert hat. 
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Beweis. Diiferenziiren wir Gleichung (6) nach z und multiplicieren 
mit -, 80 erhalten wir 



2 



<I>Å^)=lQÅ^)-^Ta,,P,{z). 



Hier haben wir also (P^ durch die im vorigen Paragraphen eingeftthrten 
Funktionen Px und Q^ dargestellt und es ist in den dort am Schluss be- 
nutzten Bezeichnungen : 

Soll nun der obige Satz richtig sein, so niUssen, wie wir gesehen haben, 

c(^^='jAtL und dfp=-L-Jpi 

^ 0i,{ei) dBi ^ 0f,{ei) det 

voin Index /jl unabhangig sein. Von den d^x^ ist das evident, denn sie 

sind alle nuU. Dagegen sind die c^/^ von /i unabhangig, wenn ^ — -^ 

von /JL unabhängig ist. Das ist aber in der That der Fall, denn es ist, 
wie Herr Thomae ^ gefunden hat 

Dainit ist der Satz bewiesen. 

Aus der letzten Gleichung finden wir weiter 

^\ ^^ ' Tv — T ' 



* Thomae, Crelles Journ. Bd. 71, S. 212. Vgl. auch Schröder, Uber den 
Zusammenhang der hyperdliptischen tr- und O-funktionen^ Diss. Göttiogen 1890, S. 35. 
Dio Formel ergibt sich ttbrigens sofort durch AusfUhruDg des Uber die Querschnitte er- 



streckten iDtegrals I — - du\ = I nz, 

J dei J dBi 8 



r r 
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also liefert Formel (13) irn vorigen Paragraphen: 

\P^) ^' <P^{ei)dei\ s ) f(ei)dzz — ei in ^ f{e,) s 

und durch Integration erhalten wir 

Eine zweite Darstellung der Funktionen r< und T^ liefert der vor- 
letzte Satz im vorigen Paragraphen. Es ist nainlich nach (4) 






also 



7n k 



daher können wir nach dem erwähnten Satz sofort hinschreiben 

I ' da^f,x <Px(z) 



Z^T^ = ^-+i£ 



28 (z — e<) Tvi ^ ffp^f^(ei) dei 8 



oder da nach (6) in § 3: 



= PiX 



<pp^f,{ei) dei 



ist: 



(8 b) ^*=W=^)-i?^'^ 



<Pa(«) 



« 



und 



dQ}{x) 



(9 b) r,(x) = ^^-i.ri,,,«,(^). 



3i^. 



Die Integrale — ^ sind schon wiederholt bei Untersuchungen im Gebiete 
der hyperelliptischen Integrale verwandt worden, besonders von Herrn 
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I dtl 

Thomae,^ doch habe ich den Satz, dass . — - för jedes /x denselben 

Wert hat, nirgends ausgesprochen gefunden. 

Das Integral Ti{x) unterscheidet sich, wie (9 b) zeigt, von — nur 

durch ein Integral erster Gattung, wird also auch nur im Verzweigungs- 
punkt e^ unstetig. 

Wir woUen mit Htilfe der Darstellung (ga) die ersten Glieder der 
Entwicklung von T^^x) in irgend einem Verzweigungspunkt ermitteln und 
fassen daher zunächst die Entwicklung der Integrale Ax{x) ins Auge. 
Wir gehen dabei zurtlck auf die Definition dieser Funktionen als Quer- 
schnittintegrale (§ 4, (4)), also auf die Formel 



(«) = fé 



Z 2ff 



Hier entwickeln wir die Funktion unter dem Integralzeichen als Funktion 
von z in der Umgebung irgend eines Verzweigungspunkts e^ und erhalten 



m e,: 

m 

Bedenken wir nun, dass 



M^) - f ' ^ ''^ ['i^tv,r ■ ■ ■ "C. 



I 






ist, 80 folgt hieraus 



^M =\ I ^ZI7^ + P*x>Jf'{et)^^ — eM + 



*A 



Das Integral auf der rechten Seite ist nur dann von null versehieden, 
wenn der Integrationsweg b^ den Verzweigungspunkt e^ einschliesst, also 



^ Thomae, Crolles Joufd. Bd. 71, ferner Bd. 93, 94, lOI ttber Integrale 
zweiter Gattung. 
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k 

wenn A gleich der grössten in - enthaltenen Zahl ist. Nennen wir diese 
Zahl k'j 80 dass 



(lO) k' = E(-*), 

so ist ofFenbar i ^ = 27n{Åk'), also 



*A 



(ii) in e^i Ä^{x) = m{}k') + p,xyjf{e,)yjz^e, + .... 

Um die Entwicklung von T^[x) zu linden brauchen wir noch die- 

jenige von und haben dabei zwei Falle zu unterscheiden. 

i) Ist e^ ein von e< verschiedener Verztveigungspunkt, so ist 



(,2a) in v -JL_ = v(nf*)^^3^^ 



2) lin Verzweigungspunkt e, ist 



ir(eo 



(-b) -^^=^,(,)[-^+iM^^._, +...]. 

Die Entwicklungen (11) und (12) ftihren wir jetzt in (ga) ein und erhalten 
in e^: (Ä<i) 

Wir wollen diese Formeln noch etwas weiter ausarbeiten. Es ist nftm- 
lich nicht ohne Interesse, dass sich die Coefiizienten von yjz — e* resp. 
yiz — Bi auf der rechten Seite in recht eleganter Weise durch die Deter- 
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minante A ausdrQcken lassen. DifFerentiieren wir nftmlich A nach dem 
Verzweigungspunkt e^, so ist offenbar 









öder da nach (6) in § 3: 



9g- A/i _ 



det 
so ist: 



= 9'p-x{ei)p,^ 



(^3) ^ = 2:i:A,^jr^_,(e,)/?,;.. ' 

Nun folgt aber aus Gleichung (3) dieses Paragraphen, wenn wir nach z 
difFerentiieren 



TTl 



also finden wir aus Gleichung (13) 

(•4) ^^^i?^''^^^"" 

Das ist aber grade die Summe, die in der obigen Entwicklung von T<(a?) 
iin Coeffizienten von y/» — a auftritt. Wir nehmen hierzu die leicht zu 
beweisende Formel 

f'{ei) det 

wo 

F die Diseriminante von f{z) 

bedeutet und haben 

^ Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (8) and (lO) in § 3 erhält man leioht 
die Gleichungcn 

(Vgl. W1LTHEI8S, Math. Ann. Bd. 31, S. 142.) 
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Wir weriden uns jetzt zu dem Coeffizienten von yjz — «* in der Entwiek- 
lung von T^[x). Den hier in der Klämmer stehenden Ausdruck erhalten 
wir offenbar, wenn wir in Gleichung (8 b) den Index i durch k ersetzen, 
mit s multiplicieren und dann z = Ci setzen. Dann wird 

(i6a) 

Die rechte Seite lässt sich umformen. Es ist nämlich 



ei — et f'(ei) dej, 

also 



det 2 (c< — c^) det 2f' ( e< ) det 



^^^""'^ 2(t>^{e,)detVf'{ed} 



Nun folgt aber aus Gleichung (7) in diesem Paragraphen 



0^{eiy I da^ 



■fifi 



f'{ei) 4 dCi 
also ist 

^^i-et)~7i X ^A^imA - g 0^(ei)(t>.,{ejt)deidet * 

Setze ich nun 

SO bleibt rj^ unveränderty wenn ich i und k vertausche und hat (iberdies 
fUr jedes // den nftmlichen Wert. Wir haben dann 

Wir finden jetzt schliesslich, wenn wir (15) und (16 b) in die Ent- 
wicklung von Ti{x) eintragen: 
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(18) 

me,: T,{x) = - -..==J-== - 2 ^ 



yZ f!^ *f- . . . . 



Uni nun noch rj^ durch die Determinante A auszudröcken, diflferentiieren 
wir Gleichung (14) nach e^ und benutzen dabei gleich die Formel (12) 
in § 3. Dann kommt 

Nun ist nach (16 a) und (16 b) 
also haben wir 

öder nach (16 b) 

Es ist aber, was leicht einzusehen 

I _ I a' log F 

(e< — CkY "" 2 dcidejt 

folglich erhalten wir schliesslich als die gesuchte Formel: 

(.9) r wr w,i = - ?li^25 , 

von der wir noch weiterhin Gebrauch machen werden. 

Aeta mathtmatiea, 20. Imprim« le 16 aottt 1896. 6 
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Wir notiereo noch als Periodicitätsmoduln von Ti(x) nach der Dar- 
stellung (9 a): 

+ - 
an a^: T^ — T,. = o, 

(20) 

an V T,-T,= 4^. 

und beginnen jetzt eine neue Betrachtung, die uns wiederum zu den Inte- 
gralen Ti{x) fuhren wird. 



g 7. IHe Nortnalintegrale zweiter Gattung. 

Bekanntlich bedient man sich der Normalintegrale erster Gattung, 
um zu einem beliebigen Integral der Klasse F, das aber nicht Integral 
I. Gattung ist, ein anderes W zu finden, das an sämtlichen Querschnitten 
erster Art stetig ist. Wir nennen W das zu V géhörige transcendent nor- 
mierte Integral. Sind a, , a^ , . . . , a^ die Periodicitätsmoduln von V an 
den Querschnitten erster Art, so ist 

W= F-i-.Za.w,. 

m X 

Danach ist also beispielsweise, wie (9 b) zeigt, Ti{x) das zu — géhörige 

transcendent normierte Integral. 

Wir wollen nun die Integrale untersuchen, die wir durch solche 
transcendente Normierung aus den Hauptintegralen zweiter Gattung ge- 
winnen. 

Wir definieren sie, indem wir jedes mit einem constanten Faktor 
multiplicieren, durch die Gleichung 

(i a) 2t;^(a;) = /ia)^{x) — ^Ta^^j^u^y (m=i,2,...,p) 

und nennen sie die Normalintegrale zweiter Gattung. 

Wir werden ftlr diese Normalintegrale 2. Gattung eine Reihe von 
Eigenschaften nachweisen, die durchaus mit bekannten Eigenschaften der 
Normalintegrale erster Gattung correspondieren, so dass es gerechtfertigt 
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erscheint, zu dem System der Normalintegrale i. Gattung grade dieses 
Sygtem von Normalintegralen 2. Gattung hinzuzuftlgen, die dann zu- 
sammen ebenso ein vollständiges System von Fundamentalintegralen bilden, 
wie die Hauptintegrale öder die Integrale A^ und 5^. 

Wir wollen zunächst das (iber sJlmtliche Querschnitte erstreckte In- 
tegral 

1=1 (Of,du^ = I 0)^ dz 

betrachten. Ein erster Wert desselben ist 



J = _ ;r/[^^, — ^. 2:a,aa,,J 



und hier ist, wie man aus (1) sieht, die Klämmer proportional dem 
Periodicitatsmodul des Integrals v^ am Querschnitt b^. 

Einen zweiten Wert erhält man durch Entwicklung des Integranden 
im Unendlichen. Es ist aber 

in (O = ± Y 2^+1, 



^^=+y:i 



8 






also 



^tt, • • • "1 ▲ 



folglieh ist aueh 



J = — 27ri. 27n- 



, I A/iv 



und wir haben daher die Formel 

(2) Ä"— ^r""^"^'==7rÄ~' 

Es sind also die Periodicitätsmoduln der Normalintegrale 2. Gattung: 



(/t,v-l,2,...,p) 



+ - 

an a,: v^ — v^ = o, 



(3) ^ ^ 

an b/. v^ — ^/* = 2;ri 



..A 



IKV 
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Wir wollen nun in die Definitionsgleichung (i) der Normalintegrale 

2. Gattung an Stellc der Integrale Ux die Hauptintegrale i. Gattung mit 

Htllfe von Gleichung (3) des vorigen Paragraphen einftlhren. Es kommt 
dann 



(Ib) 



2V^{X) = fi(0^{x) — Tc^Q)_,{x) 



und darin ist 



(4) 






(ft,v-l,2,...,p) 



För diese Grössen c^ besteht der merkwördige Satz 



(5) 



^fUf t/y^ J 



denn das Querschnittintegral K=Ja)^dVf, ist erstens: 



il 



27n 7a,x 



A;»A _ 27ri 



^v/f 



Andererseits ist 



in 



00 

00. 



1 . 



z 



ö>v = +-+ ^Un 



di ~-2lf^ — ^— ^. — .-.— ^.+ , — ... — ^-t-^p+2 



also 



und 



u/u t • • • • ^"^" "^" • • • 

''dz 21; « * 






'fiv9 



womit (5) bewiesen ist. 

Als dritte Darstellung der Normalintegrale 2. Gattung notieren wir 
die durch die Periodicitatsmoduln der Funktion r: 



(ic) 



^» = -S^A(^)- 



^ A 
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Wir ftlhren jetzt durch 



(At-l,2,...,J>) 



die ganzen Funktionen {p + /ä)**° Grades ein : 

(7) 2>P'^{z)=fi^,^,{z)-^Ta,Mz) 

und diiferentiieren (i a) nach e,. Dann koinmt^ wenn wir friihere Er- 
gebnisse benutzen: 

folglich nach (9 b) in § 6 und (7): 

(8) S=«^.(«.)^*(^)- 



dei 



Wir finden also den Satz: 



I 3v 

Der ÄUfSdruck ^ — ^ ist vom Index fi unahhängig und ébenso wie 

der entsprechende aus den Normalintegralen i . Gattung gewotmene Äusdruck 
gleich dem Integral Ti{x). 

Als erste Folgerung ergibt sich aus diesem Satz, wenn wir in (8) 
zu den Periodicitätsmoduln an den Querschnitten 2. Art tlbergehen: 

3 /AA 2 0,{ei) 9^^(ei) 



(9) ^, {-f) = å 



f'{ei) 



Hat diese Formel schon grosse Ähnlichkeit mit der Thomae*schen par- 
tiellen Differentialgleichung (7) des vorigen Paragraphen, so entspricht 
dieser doch noch vollst&ndiger eine andere Gleichung, die wir folgender- 
m assen finden. 
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Es i>t nach dem aoch im Pangraphen 5 benatxten Hauptsatze der 
Detenniiu||iteiilehre 

r«_^^= I. 

Wir differentiiereD diese Gleichimg nach ^, and haben in Rdckächl anf 
Gleichang (6^ in § 3 und auf die eben gefondene Formel 

/ X^ Ami , 2 9ji[ei ^^ - 



öder da 






ist: 



10. 






fie^) 2—^- A 



Jetzt wollen wir die darch Gleichung (4) definierte GrOsse c^ nach e^ diffe- 
renziieren. Wir erhalten dann. wieder mit Benutzung von (9) 

eder nach der zuletzt gefondenen Formel: 

Hier steht aber nach (7) in der Klämmer grade 2f\(^.)« also ist schliesslich 

Eine GegenQberslellang der Eigenschaften der Normalint^rale erster 
ond zweiter Gattong wird ihren durchgehenden Parallelismus deutlich 
hervortreteii lassen. 
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% = ?ri^^ö»_i, 



o, = -r ¥ A. 



2w, = J5„ — -.Za^ii,, 



'^ ;riT^ 






2 V.. = 



>" 



/£ö> 



A* -7 '*" 



Z^C„f,Q}^f,j 



£AvA 



(12) 



^;*v — ^vfiy 


^flV ^Vfl > 




3«< ■* re*-*) ' 


I aw^ _ 


I 3»» 7. 



^f,{ci)dei 9',(ei)dei 



Die bisherigen Entwicklungen in diesem und dem vorigen Paragraphen 
haben uns zu einer Reihe von Sätzen geföhrt ((7) in § 6 und (9), (11), 
(12) in diesem Paragraphen), deren gemeinsamer Charakter sich in fol- 
gendem Satze ausspricht: 

Es seien ti und t^ irgend zwei der {2p + i){2p + 2) Grössen 

dann ist das Produkt f {ei)tit'i jedesmal gleich der Derivierten einer ge- 
wissen Funktion W der Verzweigungspunkte nach e^: 

Die folgenden Betrachtungen werden nun dazu ftlhren, för alle diese 
Grössen ti (i = o , i , . . . , 22? + i) ein System partieller Differentialgleich- 
ungen aufzustellen, aus dem sich dieser Satz in einfacher Weise ergibt. 

Wir differentiieren die Gleichung (9 b) des vorigen Paragraphen nach 
einem von Bi verschiedenen Verzweigungspunkt 6^ und erhalten mit Rtlck- 
sicht auf die Formeln (11) und (12) in § 3: 



ar; 



/do} dw 



2(e* — ejt) \dei dejt/ 2m{ei — ek) x 



^{Pa—PnYh—^Y, 



Pil 



9ux 
3«* 
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oder offenbar 

i Si'" 



ae» 2 (e< — et) ni 4* ^e» 



Hier ersetzen wir in der Summe rechts — ^ durch ^ä(ö*)T^. Dann erhält 
T, den Faktor 

T? T ' ^Pix ^k M 

2(ejt — e») m k ^* ^ ^ 

und dies ist, wie man aus (i6b) im vorigen Paragraphen ersieht, gleich 
f{^k)yixkj folglich haben wir 

Dieses System partieller Differentialgleichungen hat nun nicht nur die Inte- 
grale T^ (i = o , i , . . . , 2/) + i ), sondem auch alle andem oben aufgefuhrten 

Grössen ti zu Lösungen. Dies folgt ftlr die Grössen .y *^ (/i = i , 2, ...,/?) 

aus ihrer Eigenschaft, (bis auf constante Faktoren) Periodicitätsmoduln 

der Integrale T< zu sein, ftlr die Grössen !". * ergibt es sich beispiels- 

weise mit Leichtigkeit aus Gleichung (10), wenn man sie nach e^ diffe- 
rentiiert und (9) berticksichtigt. Ausserdem werden die Gleichungen er- 
fttllt durch jedes System von Derivierten der Integrale ^o(^)' •••> ^2p+i(^) 
nach z zu beliebig hoher Ordnung. 
Es seien jetzt 

^0 ' ^1 ' • • • > ^«p+i 

und 

zwei Systeme von Lösungen, so dass 

(■3») ;^ = i<;7^+^'WW.- 

Zu beiden Gleichungen nehme ich die aus ihnen durch Vertauschung von 
i und k folgenden, wodurch rjij, ungeändert bleibt: 
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und eliminiere rj^ sowohl aus (13a) und (isd), wie aus (13b) und (13c). 
Dann komint: 

Durch Addition dieser beiden Gleichuiigen ergibt sich 



/ V^iV 


ae* ' ^^*^ ae, - 




ist aber: 








/•'(^t) n\ei) 


/•'(«*) 3/"(ö*) 




ek Bi det 


«i — 6* öe» 



also folgt 



^^{ne,)t,t';\ = ^[f\e,)ht';\ 



und diese Gleichung ftlhrt uns nun zu dem Satz: 

Sind <^ , <j , . . . , <2p4.i, <J , <I , . . . , ^ip+i zwei Lösungssysteme der par- 
Hellen Differentialgleichungen (13), so existiert eine Funktion W der Ver- 
zweigungspunkte von der Eigenschaft, dass 

Nun können aber die beiden Lösungssysteme auch identisch sein und daher 
besteht der Satz: 

Jedem Lösungssystem t^, t^ j . . . , t^p^^ ist eine Funktion V der Ver- 
zweigungspunkte derart zugeordnet, dass 

(15) r{e,)t!^^^. (•-0,1,.....,+!) 

Äeta mathtmoHea. 20. Imprimé le 17 sodt 1896. 7 
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Die Funktionen V gentigen einer partiellen Differentialgleichung 
zweiten Grades, die wir aus (13 a) erhalten, wenn wir diese Gleichung 
mit 2f\e^ti multiplicieren. Dann kommt 

Die linke Seite ist hier offenbar gleich r-[/"(ö»)<?] = , also folgt 

durch Quadrieren 

öder nach Formel (19) im vorigen Paragraphen 

(,6) /^:^v+4!iMAM!riE=o. 

Die Gleichungen (15) und (16) ersetzen das Gleichungssystem (13). 

(e) 9^ (e) 

Den Lösungssystemen J" * und . * der Gleichungen (13) sind als 

Funktionen V die Grössen a^ resp. c^^ zugeordnet, also sind 

und 

Lösungen der partiellen Differentialgleichungen (16). 

Wir woUen jetzt die Funktion V aufsuchen, die gemäss (15) den 
Integralen Ti zugeordnet ist, fragen aber zuvor etwas allgemeiner nach 
der Funktion W, die sich gemäss (14) ergibt, wenn wir 

annehmen, wo f ein zweiter variabler Punkt ist. Es ist dann W Funktion 
von z und C und wenn wir setzen 

Tr=2/>(rr,c), 
so ist 

(17) f'{e,)T,{x)U^)=2'P^. 
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Wir wollen hier fOr Ti{x) die Darstellung (9 b), för Ti{$) die Darstel- 
lung (9 a) im vorigen Paragraphen einsetzen und erhalten dann 

Nun ist aber nach § 4 Gleichungen (5) und (6): 



ferner ist 







dei 


0,{e,)T,{x)^ 






'r.\T.('r.\T.(f:\ -^'■('»'^ 


^ ^ Ta 


i.rA^t/.CrV 



also folgt 

und wir sehen, dass 

(18) p{x,^ = r{x,$)-^^A,i$)u,{x). 

Das ist aber offenbar das transcendent normierte Integral dritter Gattung. 
Es hat als Funktion von z dieselben Unstetigkeiten, wie r{x , f), ist an 
den Querschnitten erster Art stetig und besitzt am Querschnitt bx den 
Periodicitätsmodul 2Ux{^y Ferner ist 

wie sich unschwer mit Htilfe von (10) in § 4 ergibt. 

Jetzt lassen wir die variablen Punkte x und ^ zusammenrtleken, 

setzen 

V= 2Q{x) 

und haben 

(19) nei)Ti{xY==2'-^. 

Die Funktion ä{x) selber lässt sich nicht durch Funktionen und Integrale 
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der Klasse darstellen, wohl aber ihre Derivierte nach z. Man erhält 
diese, wenn man in die Gleichung 

(i T' 

ftlr Ti die Darstellung (9 a), för -j^ = Zi die Darstellung (8 b) in § 6 
einsetzt. Es ergibt sich dann auf ähnliche Weise, wie oben 

(20 a) T- = 77-T : Z^ ^x(^)' 

Die Funktion ii{x) känn Unstetigkeiten nur in den Verzweigungspunkten 
und im Unendlichen besitzen. 

In den Verzweigungspunkten verbalt sich ii{x) wie \ogf{x)y wir 

können jedoch auch, die oben gegebene Entwicklung der Integrale T, in 
den Verzweigungspunkten benutzend, die ersten Glieder der Entwicklung 

von Q in irgend einem Verzweigungspunkt ermitteln. 

dä 
Wir entwickeln zunächst j- nach (20 a) in der Umgebung des Ver- 

zweigungspunkts c^, indem wir nach (11) im vorigen Paragraphen die 
Anfangsglieder der Entwicklung der Integrale Ax{x) einftihren. Dann 
haben wir 

m C4: 2 -j- = lim i-^' 

oder nach (15) im vorigen Paragraphen 

;„^. J^ - ' .Mf»)_!_ , a log (a v ^f) 

dz z — et \lf\ek)slz — eu »«* 

Daraus folgt durch Integration 

2a log(,-eJ+«.-8^^,/^-4'-m^(»-«.)-... 
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und hierin ist noch die nach z constante Grösse c^ zu bestimmen. Wir 
differentiieren zu dem Ende die letzte Gleichung nach e^ und erhalten 

me,'. 2 ?| = /•'(«<) r? 

Andererseits haben wir nach (i8) im vorigen Paragraphen 

in e,: m)^/ = 4y^'— 8 VÄ^ <P*(e<h«N/^"^^ — • . . , 

also folgt 

und da diese Gleichung för jedes i besteht, so ist 

I 

Die weitere durch Vergleichung der beiden Entwicklungen folgende Re- 
lation 

wird durch (17) im vorigen Paragraphen bestätigt. 

Wir haben also hiermit för Q in der Umgebung des Verzweigungs- 
punkts Cf^ die Entwicklung 

ä _ _ i log (,_..) + i o„- 4 1^^,/;^- 2 '-J^^(. -..)-... 

tFber das Verhalten von Q im Unendlichen unterrichten wir uns 
durch eine Umformung der in -p auftretenden Summe —/ ^x(x). 

Wir werden nämlich finden^ dass diese trotz der im Unendlichen vor- 
handenen Unstetigkeiten der Funktionen Ax{x) dort zur ersten Ordnung 
nuU wird. 
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Es ist nach der Partialbruchzerlegung von Lagrange: 

0x{z) ^ <l>x{z) ^ V^ 80x{ei) 
s M ^fieiXz-ei)' 

folglich 

Hier steht aber in der Klämmer grade die in der Darstellung (ga) im 
vorigen Paragraphen auftretende Summe, also ist 



m^ 8 *^ ^ ^ z — eilf {eiXz — ei) *^ ^J 



Nun ist 



£ 1 _ d ^ I d / I \ _ f'{z) 

i fieiXz - Bi)' -—Tz^ r{ei)(z - a) "" ~ d^ v/xö/ "" fi^y ' 

also kommt 

und aus (20 a) wird 

(.ob) ^ = i/5£l+'fi^. 

Es ist demnach im Unendlichen, wenn wir die Entwicklung von in 

§ 2 benutzen: 

Hier treten rechts Summen auf von der Gestalt S^„(e^)T^(a;). 

Es sei nun ^(x) irgend eine ganze Funktion von z vom Grade <^p+ i, 
so gilt der Satz: ^ 

^ Dieser Satz folgt sofort aus (9 a) in § 6, wenn wir bedenkeD, dass fUr jede der- 

. = O ist. Diese Identität ergibt beiläufig fttr die Periodici- 

tätsmoduln a^v gemäss (7) im vorigen Paragrapben die Differentialgleichungen: 
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T<l>{e,)T,{x) = - 



8 



Wenden wir diese Gleichung auf die obigen Summen an, so erhalten wir 



\_8 8 8 Z8 J ' 



.CX), df z 



Hier wird aber jedes Glied in der Klämmer im Unendlichen gleich 

H \- S^j also ist 

z ' 

CX), az z z * z ^ 



und daher 



CO 

in * : Q = — loff z + fet. cont, 

CX), ö ^ 



Ijber das Verhalten von Q{x) an den Querschnitten gibt uns die Gleichung 
(19) Aufschluss. Es folgt aus ihr, dass an irgend einem Querschnitt 

2 1^(5 - ^) = ne^C^i + n{T, - n 

ist, also ist, infolge des am Ende des vorigen Paragraphen angegebenen 
Verhaltens von T^ an den Querschnitten: 

an a^^ 2-{ii—Q) = o, 

an b,: 2^(fl- fi) = 4M^i)A + ^O = 4^/i, + u,), 

sodass wir erhalten 

an a^: Q — i2 = c^, 

an 6^: Q — Q = 2 (w^ + u^) + d^ = 4w^ + 2a^ + rf^, 

wo die c^ und d^ von den Verzweigungspunkten unabhängige, also nu- 
merische Constanten sind, und zwar ganze Vielfache von /^m. 
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Ausserdem hat H constante Stetigkeitsunterbrechungen an Schnitten, 
die von einem beliebigen Punkte nach den logarithmischen Unstetigkeits- 
punkten, also den Verzweigungspunkten und den unendlich fernen Ge- 
biéten verlaufen. 

Eine aufmerksame Betrachtung der hier abgeleiteten Eigenschaften 
der Funktion i2, besonders ihres Verbal tens an den Querschnitten, weist 
auf eine enge Beziehung zwischen ihr und der hyperelliptischen Theta- 
funktion bin und in der That leistet sie fttr diese, was die Klein^sche 
Funktion Q^l fttr die Sigmafunktionen leistet,^ indem sie die explicite 
Darstellung der Tbetafunktion ermöglicht. Ein näheres Eingeben auf 
diesen Zusainmenhang liegt ausserhalb des Rahmens dieser Arbeit, wir 
wollen daher nur kurz im einfacbsten Fall den Thatbestand angeben. 

Die durch die Reihe 

p 

worin 

p p 

Q((m)) = Z Ta ni^m,, 

definierte Funktion, wird, wenn nicht die Reihensumme identisch ver- 
schwindet, als Funktion von z zur ersten Ordnung null in p vereinigt 
öder getrennt liegenden Punkten 

und wenn die mit den 2p ganzen Zahlen 

gebildeten Simultanperioden symbolisch durch 

bezeichnet werden, so besteht zwischen den NuUpunkten und den Para- 
metern ^1 , • • • > ^p die Beziehung 



^ ygl. Klein, Math. Add. Bd. 32. 
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Hierin sind die ^; , ^; , . . . , ^;, ä; , ä; , . . . , ä; ganze Zahlen, die von dem 
Verhalten von logtf an den Querschnitten, die (?j , . . . -, ö^, H^ y . . . j Bp 
solche, die von dem Verhalten von \ogf{z) an den Querschnitten ab- 
hängen, und zwar derart, dass 

+ + 

an a^i \og--^ = ^H^Tcij an b^: log^^= — ^G^Tvi 

ist. Bei dem von uns gewfthlten Querschnittsystem ist * 

öj = I , ö, = 2 , . . . , (r^ = p, 
-ST, = I , -Kj = I , . , . , //p = I . 

Es uiögen nun die Nullpunkte Sj , . . . , Sp sämtlich in Verzweigungspunkte 



kp) 



fallen. Dann gestaltet sich der fx^ Parameter folgendermassen: 
Man biide die Funktion 



A{z) = y/z — e<») . z — e<''> z — e^") 

und bestimme 2p ganze Zahlen //j , . . . , ^^, Äj , . . . , A^ derart, dass 

+ + 

ana,,: log -^-^ = A^ ;r* , an ö^: log-:^= — g^m 

Aiz) A{z) 

ist, dann ist der /x*® Parameter 



* Zum ersten Male treteo diese Zahlen wohl io der AbhandluDg von Herro Prym, 
Zur Theorie der Funktionen der xweiblättrigen Fläche, i866 (S. 35 Charakteristik {x)) 
auf, ohne freilich ausdrllcklich genaDDt und bezcichnet zu werden, doch habcn sie dort 
wcgen des andcrcn QuerschDitt83*stcinR eDtsprcehend audere Wertc. 

Äetamathåmatiea. 'JO- Imprimé le 11 novciubre 1895. g 



58 



Paul Epsteio. 



und die in den jj Verzweigungspunkteri verschwindéndé Thetafunktion ist, 
abgesehen .von einein nirgends verschwindenden Exponentialfaktor 



» 



G + 9 



K} =-■ 51 • • • £ « 



<?((»» + 



H+h 



»-z 



«.. + — I ( n,. 4 -i -^ - 



u 



tn. 



Ulp 



und diese llieta funktion nun wird mittels der Funktion Q durch die Ghiclmng 



» 






,, . A(z) -^^ 

y/fW 



dar gest ellt, worin c von ;? unabhängig ist. 



Strassburg i. E., September 1894. 
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LA MÉTHODE DE NEUMANN ET LE PROBLÉME DE DIRICHLET 



PAB 

H. POINCARÉ 

i PABI8. 



Introduction. 



§ 1. Simple et double couclie. 

Le probléine de Dirichlet consiste a trouver une fonction V qui a 
rintérieur d'un certain domaine reste finie et continue ainsi que ses dé- 
rivées, et satisfait de plus ä Téquation de Laplace 

dx' "^ dy' ■'" dz' ^ 

et qui sur la frontiére de ce domaine prerine des valeurs doiinées a Tavance. 

Si le domaine s*étend a Tinfini, cctte fonction V devra de plus 8'an- 
nuler a Tinfini. 

Dans ce qui suivra je désignerai sous le nom de fonction harmonique 
toute fonction finie et continue ainsi que ses dérivées, satisfaisant a Téqua- 
tion de Laplace et s'annulant a Tinfini, de sorte que le probléme. de 
Dirichlet peut 8'énoncer ainsi: 

Trouver une fonction harmonique dans un certain domaine prenant 
des valeurs données sur la frontiére de ce domaine. 

Parmi les méthodes qui donnent la solution de ce probléme, nous 
distinguerons celle de Neumann qui est fondée sur les propriétés des 
doubles couches. 

Acta mathetnatiea. 30. Iniprlmö Iv 11 novciubre 1805. 
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Considérons une surface S que je supposerai fermée. Supposons 
d'abord une certaine quantité dé matiére attirante répandue sur cettc 
surface; son potentiel au point x^y^z aura pour expression: 



•^-i 



fido} 



ou do)' est un element de la surface S ayant pour centre de gravité 
x'jy\sf\ oii fx' est la densité de la matiére attirante de telle sorte que 
la quantité de matiére attirante contenue dans Télément dm' soit égale 
ä fida)'\ enfin r est la distance des points Xyi/yZ et x\y\z\ 

Cest ce qu'on appelle le potentiel d'une simple couche. 

Ce potentiel W est harmonique dans tout Tespace sauf sur la surface 

S\ quand on franchit S' , TF est continu, mais ses dérivées ne le sont pas. 

åW 
Je représenterai par -^ — la dérivée de W estimée suivant la normale 

de sorte que 

dW dW o^W , dW 

J^'^'^d^'^ Pdf^^dT' 

a , jS et j' étant les cosinus directeurs de la normale extérieure a la surface S. 

Je désignerai par V la valeur du potentiel TF en un point intérieur 

ä S mais tres voisin de S et par V sa valeur en un point extérieur a 

S et tres voisin de S. La fonction W étant continue, on aura sur S 

V^ V. 



dW 

De méme nous distinguerons la valeur de -p- en un point tres voisin de 

^'j y'j ^'j 6t intérieur a S\ nous Tappellerons -7- . 

dW 
Nous distinguerons d'autre part la valeur de -7— en un point tres 

dV 
voisin de x\ y\ z' et extérieur a 5; nous Tappellerons -i — . On a alors: 

au 

dV dV . _ , 



=^X-+ 4?7i- 



dn dn 



Telles sont les propriétés bien connues du potentiel d'une simple couche. 

Soit maintenant: 

W =f/ida', 
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do ^^\. Tangle Bolide sous lequel réléinent dm' est vu du poiiit a? , ?/ , ;?, 
cet angle solide étant regardé comine positif quand rélément d(o' est vu 
par le coté interne. Quant a // c' est une certaine fonctioii de x\ y\ z' 
que Ton appelle la densité de la double couche. 

On dit alors que W est le potentiel d'une double couche et cette 
expression est justifiée parce qu'on peut le regarder comine le potentiel 
dt\ a deux couches attirantes infiniment rapprochées T une de Tautre et 
telle qu'en deux points correspondants de ces deux couches les densités 
soient égales et de signe eontraire et d'ailleur3 tres grandes. 

dV dV" 
Nous conserverons aux notations F, V\ ^— , -. — le méme sens que 

an an ^ 

plus haut et nous verrons alors que le potentiel W jouit des propriétés 
sui vantes: 

I® TF est harmonique dans tout Tespace sauf sur la surface S. 

2® On a sur la surface 8i 

^ ,,, . , dV dV 

On voit qu'il y a un remarquable contraste entré les propriétés de la 

simple couche et celles de la double couche, dans un cas c'est W qui 

dW 
est continue, et dans Tautre c'est ^ — . 

' an 



% 2. Méthode de Xetitnann, 

Soit une fonction donnée en tous les points de la surface Ä; soit 
A un paramétre auquel je me réserve de donner diftérentes valeurs. 

Proposons-nous de trouvcr une double couche dont le potentiel W 
satisfasse a la condition sui vante: 

(i) V— T = A(F4- V') + 20; 

c' est ce que j*appellerai le prohléme de Neumann, 

Si dans Tétjuation (i) on fait A = — i; elle se réduit a 

V= 0. 

A rintéricMir de la surface S, le potentiel W est une fonction Imnno- 
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nique, et la lirnite de cette foiiction, quand on se rapproche de la surface 
S est la fonction donnée 0. 

Faisons iiiaintenant A = i, Téquation (i) devieiidra: 

V = — 0. 

A Textérieur de S, la fonction W est harmonique et sa liinite qunnd 
on se rapproche de la surface S est la fonction donnée — 0. 

Le probléme de Dirichlet, soit pour un domaine intérieur a 4^, 
soit pour un domaine extérieur a S n^est donc qu'un cas particulier du 
probléme de Neumann. 

Cela pose, on peut résoudre le probléme de Neumann par des series 
procédant suivant les puissances croissantes de A. Soit 

(2) TF = TF, + ÅW, + X'W, + ... 

et de raétne: 

v= ro + xvi+x'V',+ .... 



Soit enfin: 



V+ V == 2U, V,-\- V: = 2Ut. 



En égalant dans Téquation (i) Ics coöfiTicicnts des puissances seniblables 
de X il viendra: 

F,- f;= 20, 

,,, F.-F:= Fo+Fi = 2C/„ 

(A) 

F-n= Fi+ V[-=2U„ 



cela montre que W^ est le potentiel d'une double couche dont la densité 
est — ; que W^ est le potentiel d'une double couche dont la densité est 

--; que W^ est le potentiel d'une double couche dont la densité est 

— ^ , etc. 

On peut donc calculer successivement les différents terines de la 
serie (2). Il reste a savoir si cette serie est convergente. 
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Dans le cas ou la surface S est convexey Neumann a démontré cette 
convergence, ou plutot il a montré qu'on peut toujours trouver une c#n- 
stante C telle que la serie: 

(2') (fr. - C) + x{w, -c) + x\w, -C) + ... 

converge pour toutcs les valeurs de A telles que |A| <_ i. 

Soit Gi la plus grande et H^ la plus petite valeur de Z7^; il est clair 
d'abord que: 

(3) G, > ö,^.. > ^.^, > H,. 

Neumann montre de plus que: 

a étant une constante plus petite que i qui ne dépend que de la con- 
fiffuration de la surface S. 

Il est aisé d'en conclure que Ton peut déterrainer la constante C de 
fa^on que la serie (2') converge. 

La méthode de Neumann est-elle encore applicable quand la surface 
S n'est pas convexe? 

On pourrait d'abord étre tenté de répondre négativement. Les iné- 
galités (3) qui semblent jouer un r61e essentiel ne sont plus vraies en 
effet quand la surface cesse d'étre convexe. 

Soit -AT + I le maximum du nombre des points d'intersection d'une 
droite quelconque avec la surface fermée 4S». Ce nombre iV, qui a une 
certaine importance, est egal a i dans le cas d'une surface convexe. Cela 
pose, nous avons: 

Ui^i est la valeur de la fonction W^^^ en un point x y y , z situé sur la 
surface S ellc-méme; (laquelle valeur, d^aprés une propriété bien connue 
de la double couche est moyenne arithmétique entré les limites F^^i et 
Vi^i vers lesquelles tend TF^^i quand on se rapproche du point Xjf/jZ, 
soit par Tintérieur, soit par Textérieur). 

do)' est un element de la surface S ayant pour centre de gravité 
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^\y'y^\ U'i C est la valeur de la fonction Ui au point %\y\z'\ enfin da' 
e^ Tangle solide sous lequel dio' est vu du point x ^y y z. 

Soit M^ la plus grande valeur de | C^|, c est a dire la plus grande 
des deux quantités |(?,| et |^,|; on aura évidemment 



M,^, < M,p-^ < NM, 



d'ou: 



(4) \G,\<M,N*; \H,\<M,N'', \U,\<M^N'', 

Mq étant une constante; uous nous servirons des inégalités (4) dans la 
suite; mais on voit tout de suite qu'elles ne sauräient remplacer les iné- 
galités (3) et on peut étre porté ä croire que la serie (2') ne converge plus. 

Contraireraent a ces prévisions, la méthode de Neumann est encore 
applicable quand méme la surface S tCest pas convexe. 

Etablir ce point est le but du present travail. 



CHAPITRE I. 



Les intégrales J„. 

t 1. DéfinUian des intégräle» /«. 



Considérons Tintégrale: 



^••* ""J [lul^^ dy dy "^ dz dz H' 

étendue a tous les elements de volume dr du doniaine intérieur a S. 
Considérons de méme Tintégrale: 

7' _ Cf ^iWjdWt dWjdW, dWidW, \ 
étendue a tous les elements de volume dr du domaine extérieur a S. 
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Il résulte de cette definition que 
D'autre part le théoréine de Green nous apprend que: 



•'--/^'S-'""-/^-:^'"'" 



Tintégration étant étendue a tous les elements do) de la surface S. De 
inéme: 

Reprenons Téquation 

V V — V 4- F 

qui est Tune des équations (A) du paragraphe précédent. 

cl V 
Multiplions la par -^^(1(0 et intégrons; il viendra: 

I V ^ m.p \ ^m.p ^^^ ^m-\.p <^m-l.p' 

On aura de ménie 

ou en perrnutant les indices, ce qui est permis, 



d'ou : 



<^m— l.p+l I <^m— l.p + l ^m — \.p *^ m— 



IP 



D'autre part: 



«^m— l.p+l H" «^m— l./>-|-l *^ m—'l.p-^\ ^m-H.p+l 



d'ou: 



T T' T 7' 

^m—}.p ^m—\p — ^ m-2.p-\-l *^m 2.p+l 

ou en changeant m en (m + O 

Äcta mathemaiica. 20. Imprimé le 13 iiovf mbrc 1F95. 9 
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La coinparaison des équations (2) et (3) nous donne: 

T T T f 

j' /' 7' 7' 

On voit doiic que les intégrales J et J' ne dépendent que de la somme 
des deux indices m et ^;, ce qui nous permet de simplifier la notation 
en écrivant: 

^ m.p ^ in-^p 

avec un seul indice. Avec cette nouvelle notation Téquation (i) devient: 

(4) dm + J'ni = Jm-\ '^m -1« 



§ 2. Propriétés des intégrales J^. 

D'aprés la definition de Tintégrale J,^, cette intégrale doit étre po- 
sitive quand les deux indices sont cgaux puisque la quantité sous le signe 

C devient une somme de carrés. II en est de méme pour Tintégrale J\^. 

On a donc: 

Jn,... > O, j;,^ > o 

ou (avec la nouvellg notation a un seul indice) 

Les intégniles d'indice pair sont donc essentiellement positives; il peut 
n*en étre pns de méme des intégrales dMndice impair. 

Supposons que dans la serie d'équations qui définissent les fonctions 
Tf ^ , W^y etc; on change en a0 + /ilJ^Li, a et /9 étant deux constantes 
quelconques; qu'urrivera-t-il? 

IF, se changera en aW, + /iW^; F, en aV^ + jSV^; ^i en aF; + y5F;; 
U^ en «[/, +/?f^/, etc. et en general IF, en aPF, +y5JF;+,. 



L*intégrale 



/ 



Ji^i = / V,-r-^ do) 
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se changera en 






c'est ä dire en: 

Si Tindice i + A; est pair et egal a 2m, J.^^^ se changera en: 

de sorte que Texpression (i) devra étre positive. 
De méme J^n, se changera en 

(2) «v;^+ 2a^./Lf. +y9V;,+.. 

de sorte que Texpression (2)* devra aussi étre positive. L'expression (i) 
étant positive quels que soicnt a et y9, sera une forrne quadratiquc définie 
positive en a et ^. 
On aura donc: 

De méme Texpression (2) étant toujours positive, ainsi que la somme de 
(1) et de (2) on aura: 

J'i ^ 1' T' 

^ 2in + 7 ^^ '^ 2//1 '^ i Hl f 27 • 

En faisant y = 2 et remarquant que les J dMndice pair sont positifs, 
on trouve: 

. . Jlm^l '^aw-H , J 'lin VI ^ *^2rtJ+4 

(4) ~/" — '^ 7 ' ~T — "^ T 

^ ' ^'Im ''2m\-'2 *' 2ni '^'2in-^'2 

En faisant y = i, on trouve: 

/ v |''2m+l| ^ •^•2to + 2 , \'f2mJf\ •'2»H-2 

(5) — 7 ^'~r T' 1* <^—p T* 

^ ^ e/2m y2m-k-\\ *'2.n «'2mfll 

Pour aller plus loin, partons de Tinégalité: 

a''A,„ + 2ay5/o„.^, + /3''/:«.f2 > o- 
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Les deux équations 

T A, J' T : 7' 

*^2m + 2 \ ^2m4-2 «^2m-H ^2wfM 

<^2m •^2m ^^ ^2m+\ I ^'2m-^l 

iious (lonnent: 

2«^2»i + l ^^ \«^2m I '-'im-l-s) \«^2m «^2iw + 2J* 

L'inégalité 
devient alors: 

V^2m + «^2w-r2) + [^ im '^2m + 2) 4*Am«^2»« + 2 
2 (J,^ + J^m-k-VV^-im '-'2/;i+2) < O. 

Or: 

(«Mm + J^mArV 4*^2m^2m+2 = ('^2»» ^Imk-V ^ ^' 

(<^2/M <^2/n+2) > O 

on a donc ä fortiori: 



et puisque 



on en conclut: 



2(«^2i« + <^2i;i-l-2)(«^2m *^2m + 2) > O, 



*Am > O, 'Am + 2 > O 



(Ö) ^2w > «^2/w + 2« 

De inéme on a: 

4''^2mfl 4'^2w«^2mf2 < O, 

^^2m + l "^^ V*^2-M "T ^2mi2y + (*^2w ^2w + iV 

d'ou: 

C^2iii H" «^2m + 2) I ('Am A/n f2) 4«^ 2m '^2111+: 

d ou a fortiori 
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crou enfin: 

Nous pouvons donc résumer ces premiers resultats dans les formules 
suivantes: 

(7) -p<-^<-p< ... < 1, 

Jq t/j «/4 

•/^ -f- «/., •'i I »'4 

— — r < — — 7 < . . . < I . 

*/g -f- »/,j t/Q -|- i/j 

D'autre part la comparaison des formules (5), (6) et (6') nous donne: 



CHAPITRE II. 



Etude du rapport ' 



j' 



% 1. Enoncé du problénie. 



Soit W le potentiel d*une simple ou d*une double couche répandue 
sur la surface S-^ considérons les deux intégrales: 



, C[dW' . dW . dW'\ , 

^-Jy-d^^ + iir-^-d^r' 



étendue a Tintérieur de 5; et 

T. r/dw ^dw* .dw* ., 

étendue a Textérieur de 5, 
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LMntégrale J' ne peut s'annuler que si W est constant ä Textérieur 
de iS; et comme W est nul ä Tinfini, cela ne peut arriver que si W est 
identiqueinent nul a Textérieur de S. Dans le cas de la simple couche, 
il faut pour cela que W soit identiquenient nul; car on a alors: 

F = F' == o 

et par conséquent W = o a Tintérieur de S. Dans le cas de la double 
couche, il faut pour cela que la densité de la double couche soit con- 
stante, et W constant ä Tintérieur de S, Dans Tun et Tautre cas on aura: 

J = o. 

Ainsi J' ne peut s*annuler sans que J s'annule. 

D'autre part Tintégrale J ne peut s^annuler que si W est constant 

a Tintérieur de S. Cela arrive dans le cas de la double couche si la 

densité de cette double couche est constante ce qui entraine pour consé- 

quences: 

TF = o a rextcrieur de S 

et 

J' = o. 

Cela arrive d'autre part, dans le cas de la simple couche, si la densité 

de cette simple couche est proportionnelle a celle que prendrait une charge 

électrique en équilibre sur la surface S regardée comme conductrice. On 

aura alors en general 

J' > o. 

En resumé le rapport y-, est essentiellement positif; dans le cas de la 

double couche, il ne peut ni s'annuler, ni devenir infini; dans le cas de 
la simple couche, il peut s^annuler, mais il ne peut pas devenir infini. 
Soient maintenant 

w w w 

p potentiels qui seront tons dus, soit ä une simple couche, soit a une 
double couche répandue sur la surface S, 
Soit maintenant 

(i) W = a,\\\ +a,W, + ... + a,lV;, 

les a étant des constantes arbitraires. 
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J et J* seront alors des polynoines antiers et hoinogénes du second 
degré par rapport aux indéterininées a, de telle fa9on que le rapport 

-j, sera une fonction homogéne de degré o de ces indéterrninées a. 

J et J* sont des formes quadratiques par rapport aux a et ces 
formes sont définies positives. Quand donc on fera varier les a sans 

changer W^^ H^^ , . . . , Wp, le rapport y^ aura un maximum B»^ et un 

minimum 22^. 

Je suppose bien entendu quMl n'y a entré les IV, aucune relation 
linéaire a coöfficients constants. 

Alors méme dans le cas de la simple couche, le maximum H^ ne 
peut s'annuler. En effet pour que iij fiit nul, il faudrait que J restat 
nul quels que soient les a, c'est a dire que W^ , W^ , . . . , W^ demeur- 

assent constants a Tintérieur de S. Mais alors le rapport -^J^ se réduisait 

a une constante tant a Textérieur qu'a l*intérieur de S et cela est im- 
possible puisquMl ne doit y avoir entré les W^ aucune relation linéaire. 

Cela pose, le probléme que nous nous proposons de résoudre est le 
suivant: 

Trouver dans le cas de la double couche une limite supérieure et 

une limite inférieure du rapport -r-,- 

Trouver dans le cas de la. simple couche une limite supérieure de 
ce rapport. 

Trouver dans les deux cas une limite supérieure de U^ et une limite 
inférieure de iij. 

Est il possible de trouver ces limites, les limites supérieures étant 
bien entendu finies, et les limites inférieures positives et différentes de o? 

Leg aper9us qui précédent peuvent rendre la chose vraisemblable, 
mais non Tétablir rigoureusement. La demonstration rigoureuse sera 
Tobjet du present chapitre. 



g 2. Cotnparaison des cas de la shnple et de la double cotiche. 

Soient Wj et W^ deux potentiels dus le premier a une simple 
couche, le second a une double couche. 
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Je désigiicrai par Fi,Fj,J,,t7J et par F^, V!^,J.,,J'^ les valeiirs de 
F, V\ J j J' correspondant respectivement a W^ et a W^, On aura donc: 



' / ' /ni / /ut 



J, = / F, ^' ,ho, J[==-— I V, -^ dm , 



2 



V — V 



Je désignerai par K Tiiitégrale 



J\ - - 


- fv.r- 


j;-- 


- fnr 


dV,_ 


dV, 



(hl du 



f/dw^dw^ dyv,dw^ dw,dn\\^^ 

I \ dx dx dy dy dz dz ) 

étendue a Tiiitérieur de S et par K' la méme intégrale étendue a Tex- 
térieur de S. 

On aura donc: 

J * dn J ^ dii 

K' = — I V'/^d(0=:— fv','-Pd(0 

f dn I dn 

t t/ 

dV dV 

et si Ton observe que V[ = F, ,—-" = —-' , on en conclura que ^ 

* d}i dn * 



K = — A". 



On connait Tinégiilité de Lagrange: 



(«,?>, + rt,6, + . . . + ajj„y <(«» + ... + ar){b', + . . . + bl) 



* Il peut arriver que Ton sache que la fonctioo PF, est liarmonique h riotéricur 

et h Textérieur de 8 et tcnd uniforménient vera une niOnie liniitc F^ --= F, quand on se 

dV dV[ 
rapproche de S; inais quon ne saclie pas si —r-^ . —, — ont des valeurs finies et déter- 

tni dn 

ininées. On ne peut alors aflfirmer que }\\ soit eflfectivcment lo potentiel dune sinjplo 

couche. Le théoréme n en est pas molns applicable. 
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On en déduit Tinégalité de Schwarz 



On pourrait en déduire également: 

En étendant les integrations a Tintérieur de S cela peut s*écrire: 

(O K'<J,J,, 

et en les étendant ä Textérieur de S 

(2) K'' < J[J',. 

Si nous supposons que Ton a F, = F^, on aura JF^ = TF, a Tintérieur 
de S et par conséquent: 

d'oii : 

XOa J^l 72 J1 TT 

J\. = jII. = t/ i = t/j =^ *^l*^i' 

L'inégalité (2) devient alors: 

J J' 

M T<T,- 

Si nous supposons que Ton a F2= FJ, on aura W^ =; W^ ä Textérieur 
de 8 et par conséquent 

JJ = ^2 = ^' 

d'oii: 

L'inégalité (i) devient alors 

Etant donnée une double couche quelconque dont le potentiel est egal a 
TF,, on peut toujpurs trouver une simple couche dont le potentiel W^ 
soit egal ä W^ ä Tintérieur de S (ou bien a Textérieur de S). 

Ada fnathematiea . 20. Imprimé le U noTembro 1893. \Q 



74 H. Poincaré. 

Etant donnée une simple couche dqnt le potentiel est W^, on peut 
trouver une double couche dont le potentiel W^ soit egal a W^ a Tin- 
térieur de S. 

On ne peut pas en general trouver une double couche dont le po- 
tentiel Wj soit egal a Wj a Textérieur de 5; mais on peut en trouver 
une telle que Ton ait en tout point infiniment voisin de S mais ex- 

térieur a S: 

W^ = W^ + const. 

c'e8t a dire 

F; = F; + const. 

Apres avoir énoncé ces propositions voyons dans quelle mesure elles 
peuvent étre regardées comnie démontrées. 

La premiére peut étre rigoureusement démontrée. La méthode de 
ScHWARZ, la méthode du balayago, et en general les méthodes autres que 
celle de Neumann, permettent de démontrer le principe de Dirichlet 
pour une surface quelconque, convexe ou non convexe. 

Il existera done une fonction TF,, harmonique a Textérieur de S 
et se réduisant a F, sur la surface S (ce qui s'écrit FJ = F,). 

Définissons alors W^ de la maniére suivante: 

W^ = W^ a Tintérieur de S^ 

• TFj = VFg a Textérieur de S. 

On aura alors 

v, = F,; V[ = F; = V,', doii F, = V[. 

IF, est donc bien le potentiel d'une simple couche et se réduit a TF, a 
Tintérieur de S. 

On démontrerait de méme qu'on peut trouver une simple couche 
telle que TF, ■= W^ a Textérieur de S. 

Passons au second probléme, ou Ton se donne TF, et ou on se pro- 
pose de déterminer la double couche qui engendre W^ de telle fa^on 
que W^ = IFj a Tintérieur de S ou que V'^ = V[ -i- const. 

Les deux propositions relatives a ce probléme ne peuvent ctre re- 
gardées comme démontrées que dans le cas ou la méthode de Neumann 
et applicable, c'est a dire, jusqu'a nouvel ordre, pour les surfaces con- 
vexes seulement. 
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Soient M^ et m^ la limite supérieure et la limite inférieure du 
rapport y, ; soient 3I[ et m[ la limite supérieure et la limite inférieure 

du rapport y,. ^ 

Supposons maintenant quc iious considérions p simples couches ayant 
respectivemcnt pour potentiels 

et soit, comme dans le paragraphe précédent 

W, = a,W\ + a,Wl + ... + a,Wl, 

les a étant dus constantes indéterminées. 

Le rapport y, quand iious ferons varier les a sans toucher aux Wl, 

aura un maximum B^ et un minimum B^. (frobserve en passant que 
iJj et B^ ne cliangeront pas quand on remplacera les W] par p combi- 
naisons linéaires quelconques des W].) 

Nous pouvons maintenant faire varier la densité des p simples couches 
qui engendrent les potentiels WJ; on voit alors que B^ aura une limite 
inférieure nip et B^ une limite supérieure M^. 

Considérons de méme p doubles couches ayant pour potentiels 

et soit: 

W, = a, W? + a,Wl + . . . + oi,Wl. 

Le rapport -A quand on fera varier les a aura un maximum B[ et un 

minimum ÄJ . Si on fait ensuite varier la densité des p doubles couches, 
B[ aura une limite inférieure vip et B^ une limite supérieure M^. . 

Les nombres m^ , Mp , m^ , Mp dépendent évidemment du nombre p, 
et il est clair qu*ils ne dépendent que de ce nombre p et de la surface S. 

On aura d'ailleurs: 

Wj = o, Wj < Wj < m^ < . . . , 
M^ > M^ > M^ > 
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On voit aisément que m^ = o. Dans le cas de j? = i, on a en effet 
siniplement 

Pour que i?j = R^ atteigne sa limite inférieure, il sufFit de donner a la 

simple couche qui engendre W\ une densité proportionnelle ä celle que 

prendrait rélectricité en équilibre sur la surface S supposée conductrice. 

On aurait alors W\ = const. ä Tintérieur de S et par conséquent 

/j = O; J{> o 
et enfin 

d'ou 



m^ = o. 

On trouverait des inégalités analogues dans le cas de la double couche, 

a savoir: 

m[ < m'^ < ^3 < . . . , 

M{>M'^>M',> .... 

Mais avant d'aller plus loin une remarque est nécessaire au sujet de la 
definition des nombres m^ et M^. Supposons que W^ soit un potentiel 
engendre par une double couche de densité constantc; W^ sera constant 
ä Tintérieur de S et nul ä Textérieur de S. On aura donc 

^2 = j; = o 

de sorte que le rapport -p se présente dans ce cas sous une forme in- 
déterminée. Soit niaintenant de nouveau: 



W, = a, Wl + a, Wl + .., + aj,W 



r2 
V 



et supposons que W\ soit engendre par une double couche de densité 
constante. On aura alors tant a Tintérieur qu'å Textérieur de S 

dW\ _ dW\ _ dW\ _ 
dx dy dz ' 
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ce qui prouve que ni les dérivées de W^ par rapport a x^y jZ^ ni par 
conséquent J^ et /, ne peuvent dépendre de a,. 

Il résulte de la que les valeurs de R[ et de JSJ correspondant aux 
p potentiels 

ne différent pas des valeurs de R[ et de ÄJ correspondant aux p — i 
potentiels 

'' 7 J '' 3 i • • • J '' p» 

Soit encore 

W, = a,Wl + a,Wl + . . . + a,Wl 

mais ne supposons plus que W\ soit engendré par une double couche de 
densité constante. Désignons d*autre part par Wl un potentiel engendré 
par une double couche de densité constante. 
Choisissons 

rr 1 , rr 2 y » ' • j '^ . 



p 



de telle fa9on que R[ atteigne sa liinite inférieure m^; je dis qu'on peut 
toujours supposer 

En eflfet sil n*en était pas ainsi, nous pourrions observer que le R[ relatif 
aux p potentiels 

ne peut étre plus petit que le R[ relatif aux p — i potentiels 

rr 2 ) • • * 9 '' p 

lequel est egal au R[ relatif aux p potentiels 

W W^ W^ 

En reinpla9ant W^ par Wl on n*a donc pu augmenter R[ qui est reste 
egal a sa lirnite inférieure m^. 

De méme si nous choisissons les W^ de telle fa9on que R!^ atteigne 
sa limite supérieure ifcf^, nous pourrons toujours supposer que ce choix a 

été fait de telle fac^on que 

Wl = Wl, 
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car on pourrait toujours reniplacer W\ par Wl sans que JR^ cesse d*étre 
egal a sa liinitc supérieure. 

Ce raisonnemeiit suppose, il est vrai, qu^il ny a pas de relation li- 
néaire entré 

''o» '' 2 y * ' ' ^ '' p) 

niais s'il y en avait une, on reniplacerait W] par 1^1 par exeniple et il 
ne saurnit alors y avoir de relation linéaire entré 

puisqu'il \\y en a pas par hypothése entré 

'' \ J '' "2 9 * ' ' f '^ p' 



Il résulte encore de la que 

j 



m:, <^,<M'i. 



Prenoris d'abord p simples couches ayant pour potentiuls 

(3) W\ ,Wl,,..., Wl, 
et j) doubles eouches ayant j)our potentiels 

(4) Wi , Wl ,..., Wl 
et soit 

w, = a,w\ + ... + a^ir;, 

W, = a,Wi + ... + a„Wl. 

J J , 

Formons les rapports Yi^^-r»^ leurs maxima B^ et R[ et leurs minima 

JLvo ei Xio • 

Cela pose, choisissons d'abord les W] de telle fa<;*on que li^ atteigne 
sa limite supérieure Jl/^; nous pourrons alors supposer 

w\ = Wl, 

ce qui montre qu'on aura 

\V\ =^ const. 
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a rintérieur de S. Nous pourrons ensuite trouver p simples couches 
dont les potentiels Wl satisfassent ä Tintérieur de S k la condition 



W] = Wl 



Cela nous montrc en passant que la simple couche qui engendre W\ a 
sa densité proportionnelle a celle de rélectricité en équilibre. 
Il viendra alors: 

j\ ^ j. 



l'ou: 



A<^; 



or 

i?; = itf;, W^ < i?, 

d'ou: 

(6) '»^^i- 

Ohoisissons inaintenant les Wl de telle fa9on que it, atteigne sa limite 
supérieure M^,. On pourra au moins si S est convexe trouver p doubles 
couches telles qu*ä rintérieur de S on ait 



On aura encore 



['ou: 



Wj = Wl . 



J\ '^ /, 



/?,<^. 



Oi 



Ä, = M,; R\ > »»; 



(1'ou : 



(7) M,< • 



rrip 



Ohoisissons maintenant les TF? de telle fa9on que J{[ atteigne sa limite 
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m^; nous pourrons trouver p simples couches telles que Ton ait å Vex- 

térieur de S 

W] = Wl 



On auni alors 



d'oii: 



J[ ^ J, 



i?, >j^7; 



or 



i?; = w;, iJ, < Af, 



d'ou: 



(8) wj;> ' 



Mp 



Si la surface S est convexe les relations (6), (7), (8), sont vraies a la fois 
et on en conclut: 

Si la surface S n*est pas convexe les relations (6) et (8) sont encore vraies, 
mais les relations (7) ne peuvent étre regardées cornme démontrées; on 
a alors 



S 3. Cas de la sphére. 

On peut tres facilenient calculer toutes ces quantités quand la surface 
S est une sphére. Nous supposerons pour simplifier récriture que le rayon 
de cette sphére a été pris pour Tunité de longueur, le centre de la sphére 
pour origine et nous poserons: 

r^ = x' + y' + z\ 
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Un polynöme sphérique d'ordre n 

est un polynome hoinogéne d*ordre n en :r,y , ^r, qui satisfait a Téquation 
de Laplace et Xp qui est une fonction homogéne d^ordre o en x,y,Zj 
s'appellera une fonction sphérique d'ordre n. . 

Parrai les fonctions sphériques d'ordre n j'en choisirai 2w + i que 
j'appellerai fondamentales et que je désignerai par 

Xpy |> = w' + 1 , n' + 2 , . . . , (n + i)']. 

Toutes les autres fonctions sphériques d'ordre n en seront des coinbinaisons 
linéaires. 

Je choisirai les fonctions fondamentales de telle fa9on que 

fXldco = I, fXpX^do) = o (/?>y). 

Les intégrales sont étendues a la surface de la sphére. 

Cela pose, considcrons une simple couche et choisissons-la de telle 
sorte quä Fintérieur de S on ait: 

TTj = SfipXpV'' (n étant.rordre de X,). 
On aura alors a Textérieur de S 

et par conséquent: 

v, = 7; = np^x,, 5 = 2«Ä,X,. '^J^ = - 2'(« + 0/^^r 

On en déduit: 

Cela nous montre d'abord que J^ est toujours plus petit que JJ; et on 
voit tout de suite que: 

w, = o, m^ = ^3 = m^ = ~ , m^ = m, = . . . = w?, = - etc. 



et en general: 



nip 



= ^i [oii n^<p<{u+ in 
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D'autre part on a: 

M,= I. 

Pour nous en rendre compte supposons que les ^^ soient des fonctions 
linéaires de q constantes arbitraires 

otj , Otjj , . . . , ot^, 

/j et /( serout des polynömes du second degré par rapport aux a. Le 

rapport -p considéré comme fonction des a aura un maximum B. et un 
•^ 1 

minimum B^. 

Il est clair que B^ atteindra sa limite inférieure m^ quand on fera 

A = «!' Ä = «2 » • • • ' Ä = a„ Pp=o {p> q). 

Ouant a 2?,, il peut approcher autant qu'on veut de i. Soit en effet 
pour un entier k quelconque 

Ä = o {p<k); Ä = o {p>k + q), 

l^t+k = «»• (A-l,»,...,») 

Le minimum R, est egal a 



n 



n + I 



[n'<k+ i <{n+ i)']; 



on peut donc prendre k assez grand pour que ce minimum soit aussi 
voisin que Ton veut de l. 

Considérons maintenant une double couche telle qu*a Tintérieur de 
S on alt: 

On aura: 



dn dn 



d'ou: ä Textérieur de S 



W = V — — - ? X j-t'"- 



La méthode de NoumanD et le probléme de Diriohlet. 83 

et 



On en déduit: 



J, = 2'»/9^ «^i=Z,7Tl^'- 



On en déduit: 



^;=:^ = ^' [oun'<^ <(«+!)'], 



nip n 



nip = I . 



Ceci entraine les inégalités suivantes les plus importantes a notre point 
de vue: 

2 >7?> I. 



S 4. Sarfa>ces sifnpletnent connexes. 

Nous allons niaintenant examiner le cas ou la surface S est une 
surface siraplement connexe quelconque sans point singulier. 

On peut alors trouver une transformation qui jouisse des propriétés 
suivantes: 

Soit M le point donné de coordonnées x , y , z\ soit 31' son trans- 
formé de coordonnées x'yy\z\ 

1°. A tout point 31 de Tespace corr^sponcra uu Doint 31' et un 
seul, et inverseraent. 

2^. Les coordonnées x', y\ z' de 3/L' seront des fonctions continues 
de XjyyZ\ ces fonctions auront des dérivées des deux premiers ordres 
et ces dérivées seront finies et continues. 

3**. Inversement x ^ y j z seront des fonctions continues de x\ y\ z' 
et les dérivées des deux premiers ordres de ces fonctions seront égale- 
ment finies et continues. 

4**. Quand le point M décrira la surface ä, le point 3£' décrira la 
sphére S' qui a pour équation 
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5°. Lorsque x j y , z sont tres grands, -^ , -. , - sont des fonctions 

X y z 

continues de - , - , - ces fonctions ont des dérivées des deux premiers 
ordres, qui restent finies et continues, inéme quand une ou plusieiirs des 
trois quantités - , - , ~ s'annule. Enfin quand x^ + y^ + z^ croit indé- 

finiment, - , -t , -t ainsi que les dérivées des deux premiers ordres de x' 

dx 

y\ z' par rapport a x ,y , z tendent uniformément vers o, excepté -r- , 
-T^ , 7— qui tendent uniformément vers i. 

dy dz ^ 

En d'autres termes, si ^/u;' -f 1/ + «* est un infiniment grand du 1*' 
ordre, x\ y\ z' seront égaux h x^y^z aux infiniment petits prés du 2*^ ordre. 

Il est clair .qu'on pourra toujours satisfaire a ces différentes condi- 
tions et cela d'une intinité de maniéres; le choix de la transformation 
comportera encore un tres large degré dVrbitraire. 

Soit maintenant p simples couches répandues ä la surface de S et 
ayant respectivement pour potentiels: 



Soit 



i 
p 



W, = aoWl + a,W\ +...-[- a,Wl 



P" P 



et formons le rapport -A 

^ i 



Nous aurons 



•'. =j'i (^^) '"-**. 



rintégrale étant étendue ä Tintérieur de S et J[ étant egal a la méme 
intégrale étendue ä lextérieur de S. 

Mais les intégrales J^ (et J\) qui sont ici exprimées en fonctions de 
x , y et Zy peuvent également s'exprimer en fonctions de x', y' et z\ 

Les dérivées ---— , ^^ , — -^ sont en effet des fonctions linéaires des 

dx dy dz 

d\V dW dW 

dérivées — -^ , -r^ , —-A dont les coöflkients sont des fonctions données 

dJC dt/ lin 
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* 

de x\ y\ z\ puisque nous connaissons x ^ y ^ z en fonctions de x\ y\ z* , 
De méme le jacobien de x ^ y j z par rapport å x\ y\ z' sera une fonction 
connue de x\ y', z\ 

Nous pouvons donc écrire: 

J^ ^j(!>dx'chjdz\ 

étant un polynöine homogéne du 2^ degré par rapport ä 

dW, <IW^ dW^ 
dx ' dy' ' dz 

dont les coöfFicients sont des fonctions données de x\.y',z\ 

Kiiitégrale J^ doit étre étendue a Tintérieur de la sphére S'. Quant 
a J[ ce serait la méme intégrale étendue a Textérieur de S\ 

Le polynöme du 2** degré est évidemment une forme quadratique 
définie positive dont les coöfficients sont des fonctions continues de x\ y' et z'. 

Quand x , y , z (ou ce qui revient au méme x\ y\ z') croissent indé- 
finiment, les coöfficients de cette forme tendent vers des limites finies 
et déterminées: les coöfFicients des termes rectangles tendent uniformément 
vers o et ceux des termes carrés tendent uniformément vers i. Cela 
tient a ce que les dérivées des x par rapport aux x' tendent vers o et vers i. 

Si nous regardons pour un instant x\ y\ z* comme des paramétres et 

dW dW dW 

~T^ , -7-^ , -1-- comme les coordonnées d'un point dans Tespace, Téquation 

(P= I 

représente un ellipsoide. Les axes de cet ellipsoide sont des fonctions 
continues de x\ y\ z'\ pour aucune valeur finie de x\ y\ z' il ne peut 
arriver que Tun des axes sannule ou devienne infini; quand x\y\z' crois- 
sent indéfiniment, les trois axes tendent uniformément vers 1. 

Il résulte de la que Ton peut assigner une limite supérieure et une 
liujite inférieure (indépendantes de x\ y\ z) ä ces trois axes, et par consé- 
quent que Ton peut trouver deux nombres // et //, tels que Ton ait pour 

pour toutes les valeurs de x\ y\ z\ et quels que soient -t-t^ , —7^ , — ,- : 

(it«C Q/il tlZ 
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Soit maintenant W^ le potentiel d'une simple couche répandue a la surface 
de la sphére S'. 

Ce potentiel W^ est une fonction de x'y y\ z\ qui tant a l'extérieur 
quä Tintérieur de S' satisfait a Téquation 

iVW, d'W, d'W^ 
dx'^ "*■ dy' + dz' ~~ ^' 

On peut évidemment choisir la densité de cette simple couche de telle 
fa9on qu'a la surface de S' on ait 

W = W 

et en effet on sait résoudre le probléine de Dirichlet en ce qui concerne 
la sphére. 

Formons Tintéffrale 

-■O 

dW\* 

•^ dx'dy'(h\ 



/!(#) 



Cette intégrale étendue a Tintérieur de 5" s'appellera J^\ étendue a Tex- 
térieur de S", elle s appellera J^. 

Considérons également Tintégrale 



(^) jum 



dxdydz 

qu'on calculerait en supposant que W^ est exprimée en fonction de x , y , Zj 
au lieu de Tétre en fonction de x\ y\ z\ Cette intégrale est égale a 

(3) f0,dx'ihydz' 

ou (Pj, n'est autre chose que ou je suppose que W^ ait été remplacé par W.^. 

L*intégrale (2) étendue a Tintérieur de S (ou ce qui revient au möme 
rintégrale (3) étendue a Tintérieur de S') s*appellera K^ ; étendue a Tex- 
térieur de S, elle s'appellera K'^. 

De méme j'appellerai K^ et K[ Tintégrale 



/"I m^-^oy-'"' 



étendue soit a Tintérieur de S', soit a Textérieur de S\ 
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Comme on a 
et qu'on n'a pas: 



dx* 



comme W^ = W^ k la surface de S on aura 



fzmä^^ä,<f^{^'ä.,,jä. 



ou 

on trouverait de méme 

D*autre part W^ satisfait a Téquation 

d'W. 






^^ ax 

tan dis que TT, ne satisfait pas ä 

Comme d'autre part W^ = W^ k la surface de /S", on aura 



ou 



J, < K,. 



De méme 

D'autre part les inégalités (i) nous donnent: 

fi'K[> J[>fiK[, 
/j! J^> K^> ixJ^y 
fl Js> K'^> [iJ'^. 



\jSL corriparajson de ces inégalités nous donne: 
d'oij erifin 

/i -/, J, // ./, 

Suppogon« maintenant que Ton fagge varier les a sans toucher aux p po- 
tentiels W\ , W[, . . . , W^. 

Alorg le rapport y* a un certain maximum que nous avons appelé 

/<, et un certain minimum que nous avons appelé R^. De méme le 

rapport *, aura un certain maximum r, et un minimum r,. 

Si une quantité est toujours plus grande qu'une autre, le maximum 
de la premiere sera plus grand que le maximum de la seconde et le mi- 
nimum de la premiere plus grand que le minimum de la seconde. On 
aura donc: 

fl ^ ^ Il ^ 

Faisons varier maintenant les potentiels W\ , R^ aura une limite inférieure 
m^ et B, une limite supérieure Mj,. J'appellerai de méme m^ et 3f * la 
limitc inférieure de r^ et la limite supérieure de r^. En appliquant le 
méme principe, j'arriverai aux inégalités: 

Il ^ ^ IX "^ 

Mais nous savons calculer les nombres m', et itf* pour la sphére. Nous 
avons trouvé dans le numéro précédent: 



On a donc: 
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n,; = ^^-- , [oi. n' <p<{n+ i)*] 

m; = I. 



fl n n n 



< m, < '- 



Il ^ n 



Soient maintenant p doubles couches ayont pour potentiels 
et posons: 

et formons le rapport -p; ce rapport, quand on fera varier les a, aura un 

maximum R[ et un minimum R'^. R[, quand on fera varier les potentiels, 
aura une limite inférieure m'^ et iij aura une limite supérieure M'p. 
Nous avons trouvé a la fin du § 2: 



in;< 



11 résulte de la 






nip^ 


mp 


^w 


u + I 
n ' 







Or on a toujours comme je Tai expliqué 



d'oii finalement 



ilf; > 7-! > m\ 
t/ j 



fl /, fl 
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§ 5. Couches de masae nulle. 

Supposons que W^ soit un potentiel dil a une simple couche dont 
la masse totale est nulle, et formons le rapport yl; je dis que nous aurons: 

j7>m^. 

Soit en eflfet W^ un potentiel dii a une simple couche dont la densité 
soit proportionnelle a celle que prendrait Télectricité en équilibre sur la 
surface S supposée conductrice. On aura par conséquent 

Wq = const. a Tintérieur de S] J^ = o. 
Soit maintennnt 

a^ et a^ étant deux indéterminées et formons les intégrales J et J' re- 
latives au potentiel TT, intégrales qui ont pour expressions 

ar. 



/I© 

fy 



Considérons également Tintégrale 



/i^^r-''^ 



que nous appellerons K quand elle sera étendue a Tintérieur de S et K' 
quand elle sera étendue a Textérieur de iS. 
On aura: 

J = aJJo + 2aoa,Ä" + a, J,, 



^^=/^o^^a', K'==-fv'/-^äa> 



Les deux intégrales K et K* sont étendues a tous les elements dw de la 
surface S] sur cette surface 

Vq = Vq = const. 
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La masse totale de la simple couche étant nuUe on aura 



/ -r^do) = i ^-T-^do) = o. 

J an J an 



On en déduit 



d'ou 



J =z ayJiy «7' = aoJo + Äi<71, 

Le maximum R^ de y; sera donc egal a -— et comme la limite inférieure 
de B^ est m,, on aura: 

A ^ "^'^ C. Q. F. D. 

Pour démontrer ce resultat on est obligé de s'appuyer sur Texistence 
de la fonction TT^, c'est a dire sur la possibilité de résoudre le probléme 
de la distribution électrique, c'est a dire en définitive sur le principe de 
Dirichlet, supposé démontré par des méthodes indépendantes de celle 
de Neumann. 

Nous pouvons cependant sans nous appuyer sur ce principe trouver 

une limite inférieure du rapport y-! . 

Reprenons la transformation du § 3; nous aurons 

J^ =J(l>dx'dy'dz' 

rintégrale étant étendue a l'intérieur de la sphére S. Désignons main- 
tenant par K^ et K[j Tintégrale 



/Z (S^)"*-"/* 



étendue soit a Tintérieur de S', soit a Textérieur de S'. Nous aurons 
encore: 

[i'K\ > J[> /iK[. 
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Rempla^oiis W^ par une fonction quelconque W^, soit 0^ ce quo devient 
par cette substitution. 



Considérons les intégralcs 



que nous appellerons J^ et K^ quand on les étend ä Tintérieur de 6", 
Jg et K'^ quand on les étend a Textérieur de 5". 
Nous au rons encore: 

,i'J,>K,>;iJ,, 

Je vais maintenant choisir W^\ ce sera le potentiel d'une simple couche 
de masse totale nulle répandue ä la surface de la sphére 5"; a la surface 
de cette sphére, ce potentiel devra satisfaire a la condition 

W, = W, + C. 
C étant une constante. 

Comme on sait resoudre, a Taide des fonctions sphériques, le pro- 
blénie de Dirichlet pour la sphére, on pourra déterininer la fonction W^ 
de fa9on a satisfaire ä ces conditions. 

eTe vais chercher a démontrer que 

J[ < Ä^a, Jg < K^. 

Posons 

W,==W^ + Ti. 

Il vicndra: 

Les intégralcs sont étendues a Textérieur de S. 

La fonction W^ étant harmonique a Textcrieur de 5, le théoréme de 
GuEEN nous donne: 
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R étant constant a la surface de 5, le sccond inembre de (2) se réduit a 



«/^ 



(ICD 



ou a O puisque la masse totale de la couche qui engendre W^ est nulle. 
On a donc: 



^;-':=/l(sT''^><>- 



C. O. F. D. 



I)'autre part il vierit: 



les intégrales étant étendues a Tintérieur de 5". On trouve ensuite: 

puisque JR se réduit a une constante a la surface de S' et que la simple 
couche qui engendre W^ a sa masse totale nulle. La demonstration est 
d*ailleur8 la raéme que plus haut. 
On en conclut: 

ir,-J3=y'£(g)WrfyW>o. 

c. Q. F. 1). 

D'ailleurs d'aprés le § i, relatif a la sphére, comme la masse totale 
qui engendre W^ est nulle on a: 

Jn I 

- > - 

d'oii enfin: 

J[ < IC, < liJ'^ < 2/jl'J, < 2/1' K, <^J,. 

On voit donc sans avoir a sappuyer sur la principe de Dirichlet que 
-p a une limite inférieure ---7 qui n*cst pas nulle, Mais nous ne saurions 

J j 2/1, 
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sans le recours de ce principe démontrer que cette limite est préciseinent 
égale a w^, ce qui d'ailleur8 n'est pas utile pour notre objet. 



§ 6. Resumé. 

Nous pouvons assigner une limite supérieure et unc limite iiiférieure 
au rapport 

^;' 

J^ et J[ étant les deux intégrales relatives au potentiel d'une simple 
couche répandue sur la surface S. 

La limite inférieure est m^ = o; la limite supérieure est finie. 

Si nous assujettissons la simple couche a la condition que sa masse 

totale soit nuUe, nous pouvons assigner au rapport yj une limite inférieure 

qui n'est pas nuUe. 

Nous pouvons également assigner une limite supérieure et une limite 

inférieure au rapport 

/, 

J, et Jj étant les deux intégrales relatives au potentiel d'une double 
couche répandue sur la surface S. 

La limite supérieure est — et est finie; la limite inférieure n'est 
pas nulle. 

Pour établir les théorémes relatifs au rapport ^?, nous avons dii 

nous appuyer (ef. § 2, in fine) sur le principe de Dirichlet, d'aprés 
lequel le probléme de Dirichlet comporte toujours une solution. Pour 
cela il nous faut supposer que ce principe a été démontré, iniUpendamment 
de la méthode de Neumann par d'autres méthodes qui permettent comme 
on le sait de le démontrer rigoureusement dans toute sa généralité, par 
les méthodes alternantes de M. Schwarz, ou par la méthode du balayage 

de PoiNCARK. 

Au contraire pour établir les théorémes relatifs au rapport -A , il 
n'est pas nécessaire de supposer connu le principe de Dirichlet. 
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Tous ces théorémes ne sont d^ailleurs démontrés que pour les sur- 
faces siinplement connexes; mais la demonstration développée dans le pa- 
ragraphe précédent permettrait des qu'on les aurait démontrés pour une 
surface particuliére de les étendre a toutes les surfaces qui ont les ménies 
connexions. 

Si on les démontrait pour le tore, ils seraient vrais pour toutes les 
surfaces fermées triplement connexes. 

Il est aisé de les démontrer pour un domaine compris entré deux 
sphéres concentriques; il suffit pour cela de faire encore usage des fonc- 
tions sphériques ce qui conduit a une analyse analogue a celle du § 3. 

Ils sont donc vrais pour tout domaine limité par deux surfaces 
simplement connexes. 

J'ajouterai que la nature méme de la question fait présumer qu'ils 
sont vrais dans tous les cas. 

Notre demonstration suppose également que la surface S a partout 
un plan tangent et des rayons de courbure finis, sans quoi la trans- 
formation du debut du § 4 ne pourrait pas se faire. 11 serait sans doute 
possible de se débarrasser de cette restriction; je ne Tai pas essay é. 



CHAPITRE III. 



Le rapport %^ . 

Reprenons les intégrales J^ et J^ définies au chapitre I. De Tana- 
lyse du chapitre II on peut conclure qu'il existe un nombre /£, positif 
et plus g-rand que i , ne dépendant que de la configuration de la surface 
S et jouissant de la propriété suivante: on a pour un indice pair 2m: 

( I ) Jim < f^JL ; JL < Mm • 

Voyons quelles sont les conséquences de ces inégalités. 
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Supposons que coinme au § 2 du chapitre I nous changions en 
OL0 + ^U^_ii J^^ et JJ^ se changeront en 

Les inégalités (i) subsisteront ce qui donne en supposant q= i: 

(2) ^\J2m— flJ'ln) + 2a/9(J2m + l — /i^im + l) + ^ V^m+^i " /^^i^ + O > O, 

ou en changeant y9 en — j9 

(3) otVim — Mm) — 2ay9(e7^^+, — M«+i) + y5V2«+2 — Mm+2) > o. 

Additionnons (2) et (3), il viendra: 

aX' — /i)(^2,„ + JL) + 2ay9(i +;,)(J,,,^, — j;„,,) 
+ ^\v —/i){J,„.^2 + ^im+2) > o. 

Comme cette inégalité doit avoir lieu quels que soient a et y9, il faut 
que Ton ait: 

Mais: 



*^2m + l *' 2«+l <^2m+2 * «* 2m + 



2 



il vient donc puisque J2m^2 + ^'^im+a ^t «'2in + ^2m sont essentiellernent positifs: 

*'2m+2 + •'2III+2 ^ /l /^^ 



(f^:) 



Nous pouvons donc conclure de lä quil existe un nombre A tel que 



J.„ + JL<^{^y''- 



Si nous posons: 
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T10U8 voyons que L sera plus petit que i puisquc /i est positif; on aura: 



J.n, + ^i, <AL 



2m 



et a fortiori: 



"^Im ^ -^^ "*5 ^2m "^ -4^ 



3m 



Il résulte de la que les series 



(4) 



"^Q + ^ «^3 + A ^4 + • • • > 



4 T/ 



e7i 4" ^ «^2 "t" ^ «^4 4" • • • 



coiivergent toutes les fois que: 



et en particulier pour 



XL < 1 



A = + I. 



. Des inégalités (i) on peut encore déduire: 



Or 



on en déduit: 



et 



D'ailleurs: 



d'oii: 



et de méme 



J'2m »^ 5 



2 m 



•^2m + *^ 2m 



1 +/^ 



= L. 



*^im ^~ *'2m — ^Mm+l I *'2m-»-l 



+ •^2m+l 



2m + l T •'2m+ 



•'2m + »^ 2 



2m 



<L 



«^2m + V + «^2m+l "^ -^^ "* • 



«'2m + l ~~ «^2m+l — «^2m + 2 + ^Qm-^i "^ -^-^ '" 



j K ^UL^L^^+i < ^L^+' 



«2 



«^2m+l ! < -^^^ 



2m+l 
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CHAPITRE IV. 



Uintégrale /(F— C)Vöi. 

§ 1. JEnoncé du prohléme. 

Soit W une fonction harmonique a rintérieur de S, se réduisant ä 
F a la surface de S. Soit J Tintégrale 



=/s 



'^^)rfr 



dx 



étendue a Tintérieur de S. On pourrait se proposer de trouver une 
limite supérieure du rapport 

rintégrale du numérateur étant étendue aux elements d(o de la surface S. 

Sous cette forme le probléme ne comporterait pas de solution; car 
si W se réduit ä une constante différente de o, J s annule et rintégrale 
du numérateur ne 8'annule pas. 

Mais il n'en est plus de méme si on impose a F une condition, å 
savoir de satisfaire a la relation 



fVdo) 



o. 



Dans ce cas, notre rapport aura, comme nous allons le voir, une limite 
supérieure. 

On peut encore énoncer le probléme d'une autre maniére. Con- 
sidérons Tintégrale 

K=f{r—q'da> 

ou C est une constante arbitraire. Nous choisirons cette constante de telle 
fa9on que K soit minimum, ce qui entraine la condition: 

J{y—C)d(o = o. 



La méthode do NeumaoD et le probléme de Dirichlet. 99 

Le probléme consiste a chercher une limite supérieure du rapport du 
minimum de -ff a Tintégrale J. 

Soit de méme W une fonction harmonique a Textérieur de Ä, se 
réduisant a F' a la surface de S\ soit J' Tintégrale 



/r Q- 



étendue a Textérieur de /S. 

Considérons maintenant Tintégrale 

K' =f{V' — Cyda), 

• • * * 

C étant une constante déterminée de telle sorte que 

f{V' — C)da)=o, 

c'est a dire de tellé sorte que K' soit minimum. 

K 

On peut se proposer de déterminer une limite supérieure du rapport yr 



§ 2. Cas de la sphére. 

« 

Supposons que S soit une sphére de rayon i ayant pour centre 
Forigine, et reprenons les notations du § 3, chapitre IL 

Soit alors W une fonction harmonique a Tintérieur de S\ nous pour- 
rons écrire: 

et a la surface de S: 

On en déduit: 

J= Inf;. 

Introduisons une constante C qui doit étre déterminée de telle sorte que: 

f{V—C)d(o = 0; 

cela revient ä supposer 
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d'ou: . ■ 

r 

et 

/(r-6')Va,=/^ + y9J + ..., 

ce quc j'écrirai 

j\v—cyda> = }:(jP,, 

en convenant que sous le signe I Tindice p doit prendre les valeurs 
1,2,..., ad inf. et ne pas prendre la valeur o. 
De méme dans la formule 

J = 2'w^ 

on peut supposer que Tindice p prend les valeurs 1,2,..., et ne prend 
pas la valeur o; car pour |? = o, le coéflPicient est aussi egal a o et 
le terme correspondant disparait. 
Il vient alors: 



/•(F-C)M«, 2^; 



Soit maintenant W une fonction harmonique ä Textérieur de S; nous 
pourrons écrire: 

• * * . 

et ä-la surface de '5 

» 

On en déduit 

J' = I{n + i)^. 

Introduisons une constante C qui doit satisfaire ä 

j(^r — cya> = o. 

Cela revient a supposer 
On aura alors: 

/(r'-c')Vöi = /?! + /9:j + ... 
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ét 



d'ou enfin: 



f{y — ayd(o <fv''d(o < j'. 



% 3. Surfacea simplement connexes, ■ 

Reprenons In transformation du § 4, chapitre II. 

Soit W une fonction harmonique ä l'intérieur de S, et soit: 

K,=f{V—C,Yda>, 

la constante C^ étant choisie de telle sorte que K^ soit minimum, c'e8t 
a dire que 

f{V—C^)da) = o. 

Soit dfo' l'élément de S' qui correspond ä Télément do) de S; soit: 

m 

^ sera une fonction des coordonnées du centre de gravité de Télément 
da)'j cette fonction essentiellement positive aura un maximum h et un 
minimum h\ 

Nous aurons ensuitc: 

rintégrale étant étendue a Tintérieur de S, ou ce qui revient au méme: 



Jj =f0dx'dy'dz\ 

rintégrale étant étendue ä Tintérieur de la sphére 6". 
On aura d'ailleurs comme au § 4, chapitre II: 

(O /.T(^?,)<*<.I(S^)". 

ces inégalités restant vraies quand on remplace W par une fonction 
quelconque. 
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Soit ensuite W^ une fonction de x'y y\ z' définie par les conditioiis 
suivantes : 

Elle sera harmonique a Tintérieur de la sphére S\ et a la surface 
de cette sphére on aura: 

On saura déterminer cette fonction puisqu*on sait résoudre le probléme 
de DiKiCHLET en ce qui concerne la sphére. 

On aura alors en vertu des inégalités (i): 






Mais la fonction W^ étant harmonique, on aura 

d'ou si je désigne par J^ Tintégrale du second membre de (2): 
Soit maintenant C.^ une constante choisie de telle sorte que: 

et soit 

il viendra en vertu du paragraphe précédent: 



A-, < J,. 



D'autre part: 

f{r— C\yda, =f{V— C\y<pda>' < hf{V-C\ydco' 
et comnie C^ a été choisi de telle sorte que K^ soit minimum 

K, =f{v-c\yd(o <f{v- c\yd(o, 

d'oti finalement: 

it, < ÄA'3. 
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On déduit de la: 

K, h 

Nous obtenons donc une limite supérieure du rapport y-* . 

Soit maintenant W une fonction harmonique a Textérieur de S et 
se réduisant a T' ä la surface de S. 
Soit Cj une constante telle que 

f{r' — C\)da} = o 

et soit: 

K[ =f{r — C^yda). 

Soit: 



'^' = fy, [^y dr = f iPdx' dy th\ 



les intégrales étant étendues la premiére a Textérieur de S, la seconde 
a Textérieur de S\ 

Soit maintenant W^ une fonction de x'^ y% 0' harmonique a Textérieur 
de S' et se réduisant a TT = F' a la surface de cette sphére. 

Considérons Tintégrale 



'; =/l {^y ^'' « *'■ 



étendue a rextérieur de S' et Tintégrale: 

K', =f{w, - c,yd<o' =f{v' - c\ydo,', 

Cg étant choisi de fa9on que 

f{V'-C,)d<o' = o. 
On aura encore pour les mémes raisons que plus haut 

K',<J',<-!, 
K\ =f{V' — C\yd(o <f{V' — C\yda> < hK'„ 
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(Vou finalement: 

K[ h 



§ 4* Application au prohléme fle Neumann. 

Reprenons les notations de Tintroduction et du chapitre I, soit: 

W= W, + XW,.+ 3('W, + .... 

Soit une constante C telle que 

fiV„-C)da, = o, 

on aura en vertu du paragraphe précédent: 

h 



Soit de méme C une constante telle que: 

f{Vl-C')da> = o, 



on aura encore 



h 



j fl 

Si nous considérons le principe de Dirichlet comme préalablement dé- 
montré et si nous admettons par conséquent les resultats du § i, cha< 
pitre III, nous pourrons écrire: 



fiA -ar o.« /•/■»». >^.\ Q 1 - Il A •»■ 2o, 






Soit maintenant C^ une constante telle que: 
Comme 

jr ' m v ' m 
^m = ~ ' 
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on aura: 



Posons alors: 



ii„=-f{u„-c„ydto. 



Il vient: 



4fi. =f{v„ - cfdto +/(f; - cydto f 2/(F„ - c)(f; - cyw. 



Or en vertu de Tinégalité de Schwarz: 



[/(K«-C)(F;-C)rfä,]*</(r„-C)Vo,/(F;-C')Va,<^i 



4m 
-T- JiJ 

1^ 



On a donc finalement 






CHAPITRE V. 



Convergence de la serie de Neumann. 

§ 1. Demonstration» 

Admettons que le principe de Dirichlet ait été préalablement 
établi par des méthodes indépendantes de celle de Neumann. 
Il résulte alors du chapitre précédent que Tintégrale 

Q„=f{u^-c„yd<o 

est plus petite que 

h t 

B étant un nombre positif que j*a) désigné par -4- dans le chapitre pré- 
cédent mais que je représente maintenant par une seule lettre. 

Äeia mathtmoHea. 20. Imprimé le 29 norembre 1896. 14 



106 H. Poincaré. 

Je me propose maintenant de trouver une lirnite supérieure de | W^ 
et par conséquent du terme general de la serie de Neumann. 

Nous adopterons les notations suivantes, que nous avons déjä einployées 
dans rintroduction. 

Soit do)' un element de la surface S ayant pour centre de gravité 
un point M' dont les coordonnées sont x\y\z*\ soit do Tangle solide 
sous lequel d(o' est vu du point M dont les coordonnées sont x ^y ^ z. 

W^ sera la valeur de la fonction W^ au point x ^y j z qui pourra 
étre extérieur ou intérieur a la surface S. Lorsque le point x ^ y , z 
viendra sur la surface Sj la valeur de la fonction W^ en ce point rr, 
yjZ 8 appellera Z7^, tandis que je désignerai par U'^ la valeur de cette 
fonction au point x\ y% z* qui est toujours sur la surface. 

On aura alors: 



W 






rVautre part on aura: 



/ 



da 

— = 2 , I ou O, 

2;r ' ' 



selon que le point x ^y , z sera intérieur a 5, sur la surface S elle-méme, 
ou enfin extérieur a S. 

Si donc le point x^y^z est extérieur a Sy on aura: 



,./-= 



m+1 "• ' 2;r 



S*il est sur S on aura: 






Si enfin il est extérieur ä 5, on aura: 

- Cn,)da 



W 



-/^ 



2n 
Dans tous les cas Tinégalité de Schwarz nous donnera: 
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Le second membre de cette inégalité est le produit de deux intégrales; 
la premiére de ces intégrales n'est autre chose que i?^; étudions la seconde. 

On a: 

da C08 <p 

dio r' 

r étant le distance des points x\y\ z' et x^y ^ Zj et ^ Tangle que fait 
la droite qui joint ces deux points avec la normale ä Téléinent d(o\ 
On aura donc: 



j \2nda) ) ^ J 4;rV* 



Si le point x , y j z n'est pas sur la surface 5, r ne s'annulera pas et 
Tintégrale du second membre sera finie; je Tappelle D. 
On aura donc: 



[/^-^' 



<{BU'^)D. 



Si le point x^y^z est intérieur b, S on aura donc: 



Si le point x ^ y , z est extérieur ä S, on aura: 



Dans les deux cas D est un nombre positif lini qui dépend de la po- 
sition du point x,yjZ, mais qui croit indéfiniment quand ce point x-, 
y y z se rapproche indéfiniment de la surface S. 

Quand le point x^y yZ est sur la surface S, nous ne savons rien encore. 

Cela suffit pour nous montrer que la serie de Neumann convergc 
tant ä rintérieur de S qu'a Textérieur de S. Pour un point extérieur 

la serie 

W, +XW^ +Å'W^ + ... 

converge pour |^|^ i puisque le terme general 
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est plus petit en valeur absolue que le terme correspondant 

d'une progression géométrique dont la raison LX est plus petite que i 
en valeur absolue. 

Pour un point intérieur la serie que nous venons de considérer ne 
convergerait plus, mais la serie: 

"'o + K^\ - 2C\) + X\W, _ 2C,) + . . . 

serait convergente. 

Cost un resultat analogue ä celui qu'avait obtenu Neumann dans le 
oas des surfaces convexcis, car il avait envisagé la serie: 

C étant une constante. 

Ces resultats toutefois ne sauraient nous suffire. En efFet nous nWons 
démontré ni la convergence pour les points de lu surface S elle inéine, 
ni runiformité de la convergence. Nous ne saurions donc conclure que 
la soinme de la serie satisfait bien aux conditions du probléine de Dihichlet. 

Il est donc nécessaire d'étudier le cas ou le point x^y^z vient sur 
la surface S. Le raisonneinent qui précéde se trouve en défaut; car 
Tintégrale 

/ • 2;: Uo I 

ne reste pas finie. Il n'en serait pas de méuie dans le plan; cette inté- 
grale resterait finie, pourvu que la courbe qui joue le röle de la surface 
S ait son rayon de courbure fini. 

Mais dans Tespace une demonstration spéciale est nécessaire. 

On a alors 

(') "- - '■•- = J"^-Sr'''»'. 

rintégrale étant étendue a la surface S tout entiére. 

Soit 1 un cylindre de revolution de rayon p ayant pour axe la 
normale a S dont le pied est le point M qui a pour coordonnées x^y^z. 
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Décomposons rintégrale du second membre de (2) en deux parties; la 
premiére partie que j'appellerai H sera étendue a la portion de la surface 
S qui est extérieure a I\ la seconde partie que j'appellerai H' sera étendue 
a la portion de la surface S qui est intérieure a I. On aura donc: 

u^^x - 1\ = 11 + ir. 

On aura en vertu de Tinégalité de Schwakz 

(3) jp<rf^U'„-C^rda,'f{^)'da>'. 

Les intégrales du second membre de (3) sont les mémes que celles du 
second membre de (i); mais elles doivent étre étendues seulement a la 
portion de S extérieure a S. Elles sont donc plus petites que les inté- 
grales correspondantes du second membre de (i). 

La premiére de ces intégrales est plus petite que ii„^ et par con- 
séquent que BL^"*. 

La seconde est finie; mais el le dépend de p et croit indéfiniment 
quand p tend vers o. 

Il s'agit d'en trouver une limite supérieure. 

Nous supposerons qu'en tous les points de la surface S \l y a un 
plan tangent et que les deux courbures principales sont finies. 

On pourra alors trouver un nombrc R tel qu'on puisse construire 
une sphére de rayon R qui en un point quelconque de S soit tangente 
a cette surface et soit tout entiére a Tintérieur de cette surface. 

Soient maintenant M et M' deux points quelconques de la surface S, 
r leur distance, O Tangle du plan tangent en M avec le plan tangent en M'. 

Si comme nous le supposons, les courbures principales sont partout 
finies, on pourra assigner une limite supérieure au rapport: 

~* • 

r 

Soit: 

r 

E est une constante indépendante de la position des points M et M.' et 
dépcndant seulement de la forme de la surface S. 
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Si nous posons: 






4£? 



toutes les fois que 



nous aurons: 



r<p. 



4 



Cela va nous permettre de trouver une lirnite supérieure de Tintégrale 

Gette intégrale doit étre étendue a la portion de S qui est extérieure a 
J, c'e8t ä dire a la portion de S définie par Tinégalité 

Je désigne par a la projection de la droite MM' = r sur le plan tangent 
au point M. 

Mais il faut encore la décornposer en deux parties, la preniiére partie 
sera étendue a la portion de S définie par 

et la seconde partie a la portion de S définie par 

pQ > r > a > /?. 
La premiére partie sera plus petite que 



f åio j ' (ho S' 

J 4;rV* < J 47tyo ^ 4^yo ' 



S étant Taire totale de la surface S. 

Pour évaluer la seconde partie employons un systéme particulier de 
coordonnées. 

Au point M dont les coordonnées sont x j y , z, menons le plan 
tangent a S. Projetons sur ce plan le point M\ centre de gravité de 
rfö>'; soit m' cette projection. Rapportons ce point m' dans le plan tangent 



La méthode de Neumaon et le probléme de Dirichlet. 111 

ä un systéine de coordonnées - polaires a et ^ en prenant pour pöle le 
point M. 

Alors a est le rayon vecteur w'Jf ; c*e8t le projection de r de sorte que: 

a < r. 

La projection de l'élénient do)' sur le plan tangent aura pour aire 

de sorte que nous aurons 

, , adadä 

C08# 

et puisque dans cette portion de S o\x r < p^ on a: 

on aura: 

do)' < ayj2dadp. 

Menons raaintenant une sphére de rayon JB, tangente a iS^ en M' et 

tout entiére intérieure a S. 

La droite MM'* coupe cette sphére en P et comnie la sphére est 

intérieure k S on bl 

MP < MM'. 

D'autre part 

MM' = r, MP= 27i|cosj^ 

d'ou : 



dto' 



I cos ip I I 



La seconde partie de notre intégrale 



da 




2rd(o 

sera done plus petite que 



r\ rfö>' 



/ yj2 adadfi C yj2 dadfi 



Il faut intégrer par rapport a p depuis o jusqua 2;r, par rapport a a 
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depuis p jusqua une valeur qui correspond a la condition r==/?o ^t qui 
est par conséquent plus petite que p^ puisque a est plus petit que r. 
L'intégrale sera donc certainement plus petite que 






'1«8? 



Je déduis de la Tinégalité: 






J'écrirai cela sous la forine: 



P et Q étant des nombres qui ne dépendent, ni de m, ni de py mais 
seulement de p^ et de la forrne de la surface S. 
Etudions maintenant 



H' =fiUL 






Nous avons trouvé a la fin de rintroduetion 



Gom me on a 



U^lKM.N". 



f{U„-C„)da,' = 



et que C„ est pour ainsi dire la valeur moyenne de V^, on aura aussi 



CJ KM^N" 



m 



et par conséquent: 



il vient donc: 



V^ — C^ <2itf,i^-; 



H' I < 23/,iVr- f-^^s/2 adadp < iM.N"^ T^ 



dadfi 
47:H 



11 faut intégrer par rapport a ^ de o ä 27r, par rapport a a de o å />, 
ce qui donne: 
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Il en résulte 

Gette inégalité doit avoir lieu quel que soit p; prenons 



= iw^ 



il vient: 

(4) |C7„^,-C„|<i"\/p+ m^i^log^ + X"^^-. 

Le second membre de Tinégalité (4) n^est pas le terme general d'une 
progression géométrique décroissante de raison L, car le nombre m fipure 
encore dans le radical 

mais c'est le terme general d'une serie convergente. 

Si méme L, est un nombre quelconque plus petit que i, inais plus 
grand que L, on peut toujours trouver un nombre A^ tel que le second 
membre de (4) soit plus petit que 

A,Lr 

d*ou: 



f^ii+i — ^m '^ -^i^r» 



La serie 



(5) U, + (£/, - C\) + {U, _ C',) + . . . + (f/;„H -CJ) + ... 

est donc absolument convergente; et de plus, comme les nombres L, 
M^fPf QjNjR qui figurent dans Tintégrale (4) ne dépendent pas de 
la position du point M sur la surface Sj la convergence est uniforme. 



% 2. Vniformité de la convergence. 

Il résulte du paragraphe précédent que la serie 

t/„ + (C7, -C'J + (£/-,- C',) + ... 

Ada mathematiea, 20. Imprimé le 30 noTenibre 1895. X5 
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est absolument et uniformérnent convergente; il est aisé de voir qu'il en 
est de inéme de la serie: 



(O 



{l-U -c) + il\ - C) + (f/, - C) + . . . 



oii c est une constante convenablernent choisie. 
Nous avons trouvé en effet: 



^m + l ^m "^ ^l^T' 



En tenant coinpte de la relation 

qui exprime que C^^, est la valeur moyenne de f7^^i, on en déduit: 



La serie 






c, + (c\-c;) + (C',-6') + ... 



est donc absolument convergente; j'appelle sa somme C; le reste de la serie 



est plus petit que 



^1 Tfi 



et par conséquent 

! £^.+. -C\<\ f^. - C7„| + 16'- C'„| < Air(i + 7 



— L. 



Cela démontre la convergence de la serie (i). 
De rinégalité préccdente je déduis 



U^ 



c\<ALr\i + ,~} 



i • 



ce que je puis ecnre 



L ^ — C <C 7>j //J* , 



JBj étant un nombre positif. 
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Envisageons maintenant les égalités 



W^^.^fiU^-C)^"' 



2jr' 



W„,,-2C=j'{U„~C)^ 



qui sont vraies, la premiére quand le point x , y ^ z est extérieur ä S, 
la seconde quand il est intérieur ä S. 
On en déduit 



t • 



pour un point exteneur et 

^n.+.-2C|<B,(isr+ i)LT 



• A f • 



pour un point interieur. 

N est toujours le nombre défini ä la fin de Tintroduction. 
Il résulte de lä que la serie 

est convergente dans tout Tespace extérieur a Ä et que dans tout ce do- 
maine la convergence est absolue et uniforme. 
De méme la serie: 

est convergente dans tout Tespace intérieur a 5 et dans tout ce domaine 
la convergence est absolue et uniforme. 

Soit donc d'abord un point extérieur k S et posons: 

W= TF, + TT, +...ir„ + .... 

La serie du second membre étant convergente définit une fonction de 
Xyj/fZ que j'appelle W\ il me reste a montrer que cette fonction satis- 
fait aux conditions du probléme de Dirichlet. 

D'abord elle a des dérivées de tous les ordres. 

Nous avons en effet 



w„.,,=f{U.-c)^, 
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ce que je puis écrire: 

F étant une fonction de x ^ y , z , x\ y\ z' qui ne cesse d'étre holomorphe 
que quand les points x , y ^ z et x\ y\ z' se confondent. 

Soit alors DW une dérivée d'ordre quelconque de PTprise par rapport 

^ k x^y^z. Il viendra en différentiant sous le signe J: 
Dans tout douniine qui est tout entier extérieur ä S, on pourra assigner 



a 



DF une liniite supérleure que j'appellerai H] d'ou Ton déduit: 



\DW,„^,\<B,.LT.H. 
Nous en déduirons que la serie 

Dii; + DIV, + nn\ + ... 

est unifonnément convergente, non pas dans tout Tespace extérieur a Ä, 
mais dans tout doniaine tout entier extérieur a S. 

Elle a donc pour somme IJJV. 

Ou aura par exemple: 

A ir = A Tf ; + A Tr, + a in + . . . 

et connne 

A W„ = o 

on aura aussi: 

A W = o. 

Il reste a démontrer que W tend uniformément vers C — (l> quand le 
point X y y , z se rapproche indéfininient de S. 

Construisons une serie de surfaces 8'enveloppant mutuellement et en- 
veloppnnt S; soient 5, , 5,, ..., iS^, ... ces surfaces et supposons que quand 
n croit indéfinirnent la plus courte distance de S et de S^ tende vers o. 

Ces surfaces S^ , S^, . . . ^ S^ peuvent d'ailleurs étre quelconquos. 

Je dis que je puis prendre n assez grand pour que | W'\- (l)—C\ j^oit 
plus petit qu'une quantité donnce s toutes les fois que le point x j y , z 
est coniprls entré S^ et S. 
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Cest lä ce que j^entends quand je dis que W tend uniformétnent vers 
C— 0. 

Nous pouvons écrire: 

w = (»; + n- + ii; + . . . + ir.) + (ir,,^, + »;,^, + ...). 

La serie étant uniformément convergente, nous pouvons d'abord prendre 
m assez grand pour que 

assez grand en mérne temps pour que 

Le nombre m est désormais fixé; nous prendrons maintenant n assez grand 
pour que, toutes les fois que x^y^z est entré S et S^, la différence de 



m 



^n + "'i + "; + •••+■» 

et de sa liinite: 

soit plus petite que - . 
Or 

Il est donc clair que si toutes ces conditions sont reniplios ä la fois, la 
différence de W et de C — sera plus petite que s. 

C. Q. F. D. 

Considérons maintenant un point intérieur a «§ et posons: 

W =(!*; — 20) - {W^ — 20) + (H; — 2(J) - . . . . 

Nous avons vu que la serie qui figure dans le second menibre de cette 
équation est convergente. 

On démontrerait comnie plus haut que W a des dérivées de tous 
les ordres. 
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On trouverait de méme: 

AW= A(TT; — 2(7)— A{n\ —2C) + A(Tf; — 2C) — ... 

et on en déduirait 

A W = o. 

La som me des m + i premiers termes de la serie (oii je suppose par 
exemple m impair) 

{W, - 2C) — {W\ - 2C) + (»; _ 26') - ... - (H',„ - 2C) 

tend vers 

quand le point x , y ^ z se rapproche indéfiniment de la surface S. 
Jc supposerai in impair pour iixer les idées; on a alors: 



F, - F, i- r, — . . . — F,„ .^ 



m 



et cette expression tend vers — C quand m croit indéfiniment. 

Le reste de la demonstration se poursuivrait comme dans le oas du 
point extérieur et on verrait que W tend uniformément vers — C. 

La fonction W + C nous fournit alors la solution du probléme de 

DiRICHLET. 

On remarquera que quand m croit indéfiniment, U^ tend uniformé- 
ment vers C. 



CHA»ITRE VL 



Les fonctions fondamentales. 

§ 1. Definition des fonctions fmidamentales. 

Jusqu'ici j'ai cherché a étre parfaitement rigoureux. Je crois utile 
maintenant de rattacher ce qui précéde ä d'autres considérations et pour 
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cela de pénétrer dans un domaine que j'ai mal exploré et ou je devrai 
me contenter de simples aper9us. 

Soit W le potentiel d'une simple couche, formons les intégrales J 
et J' définies plus haut qui ont Tune et Tautre pour expression 



/ 



dr 



m) 



et qui doivent étre étendues la premiére ä l'intérieur de S, la seconde 
a Textérieur de S. 

Le rapport -rr étant essentiellement positif, aura un minimum; ce 

minimum sera d'ailleurs nul et il est clair qu'il sera atteint quand la 
densité de la simple couche sera proportionnelle ä celle de Télectricité 
en équilibre sur S. 

La valeur correspondante de W sera 0^; comme le rapport -p ne 

change pas quand on multiplie W par un facteur constant, 0^ ne sera 
défini qu a un facteur constant prés. 

Je profiterai de ce facteur constant arbitraire pour que J' soit egal 
a I et la valeur correspondante de J qui est égale ä o, je Tappellerai X^. 

A la surface de 5, 0^ est une constante; quant a la dérivée -j-^, 

elle est discontinue quand on traverse S. Nous devons donc distinguer 

la valeur -j-^ qui correspond a Tintérieur de S et qui est d'ailleurs nulle 

et la valeur -j-^ qui correspond a Textérieur de S. 

Soit maintenant W le potentiel d'une autre simple couche. On aura 
par le théoréme de Green 



I W~ dcD = I 0^ -j— dcD . 

J (in J ^"^ 



Ä s 



J'impose a TT la restriction 



I W-z-^d(o= I 0. -r-d(o = o. 

I an I ^ an 
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Alors J ne peut plus 8'annuler et ^ admet un nouveau minimum qui 

ti 

n'est pas nul et que j'appelle /,. J'appelle 0^ la valeur de W corres- 

pondante. 

Pour voir dans quelles conditions ce minimum peut étre atteint il faut 

appliquer le calcul des variations qui donne: 

H\ . d0[ ^ 

dn ^ än 

0^ n'étant défini qu'ä un facteur constant prés, je puis choisir ce facteur 
de te lie fa9on que 

Pour aller plus loin, imposons a W une nouvelle restriction, ä savoir: 

I (in 

t' 

Le rapport ^ aura un nouveau minimum plus grand que A, et que 

»/ 

j'appelle X^. 

Ce minimum sera atteint pour 

TT^= 0,. 

Le calcul des variations nous apprend que 0^ est le potentiel d'une 

simple couche tel que 

d0, ^_. d0^ 

dn ^ dn 

D'autre part on peut supposer 

J' = I, J== X, 

et ainsi de suite. 

Cet aper9u nous porte ä penser qu41 existe une serie de fonctions 
que j'appelle fondamentdes, 

0oy ^ly <^2»--- 

et une serie de nombres positifs: 
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jouissant des propriétés suivantes: 

i^ On a: 

o =r A^ < A, < Aj < 

2^ Les fonctions 0i sont des potentiels de simples couches et l'on a: 



d0i __ . d0'i 

dn dn 



3^ On aura: 



C f.d0't. Ca. d0'i. 



et par conséquent 



/ 0i-T^dcD= I 0u^da) = o. 

J dn I dn 



4^ On aura: 



les intégrales étant étendues ä 1'extérieur de S; et en eflfet d apres le 
théoréme de Grben^, la seconde de ces intégrales n'est autre chose que 



/ 



0i-j^do) 

dn 



5^ On aura: 

/d0i\*, l'^ /d0id0i 



/s 



m^'=-' /iri'^)^-°. 



les intégrales étant étendues a Tintérieur de S. 

Soit maintenant ^ le potentiel d'une sinjple couche satisfaisant a la 

condition 

d^ . df 

dn dn 

Je dis que X est un nombre réel positif qui figure dans la serie A©, 

1 9 2 j * • • • 

Äeta maihénuUiea. 20. Imprimé le 4 décembre 1896. 16 
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Si en effet il existe une autre simple couche dont le potentiel ^ 
satisfasse a la condition 



dip d(ji 

dn dn ^ 



(;»3:A) 



le théoréme de Green nous donnera: 



et 



ou: 



d'ou enfin 






Nous en co^cli,ioiiS que Tintégirale 



J Z^\dxdx} 



dr 



est nuUe, soit qu^on Tétende ä Textérieur de S, soit qu'on Tétende a Tin- 
térieur de 5. 

Je dis qu'il en résulte que A est réel; si en effet A était imaginaire, 
nous pourrions supposer ^ et ^, A et /i imaginaires conjugués et 1'intégrale 



Mny' 



devrait étre positive tandis que nous venons de voir qu'elle est nuUe. 
Si maintenant nous désignons par j et /' les valeurs de Tintégrale: 



fn (S) 
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étendue soit ä Tiiitérieur de iS, soit a Textérieur de Sj on aura 

J = A/, 

ce qui montre que A ne peut étre négatif. 

Si A est positif il devra ou bien figurer dans la serie 

ou bien étre compris entré deux termes de la serie; ou bien étre plus 
grand que tous les A,- si les A, ne peuvent pas croitre indéfiniment. 

No US devons exclure la seconde de ces hy pot heses. 

Si on avait en effet 

Ai < A < A,.+i 



on aurait: 



' d0i 



(a) j^—dw = o 

et le rapport ^ serait égal a A quand on y ferait Tr= jr et a A^^, quand 

on y ferait ir= ^^^,; il serait donc plus grand dans le seeond oas que 
dans le premier; or cela est impossible puisque la fonction 0^^.^ est par 
definition de tout^s celles qui satisfont aux conditions (a) celle qui rend 
ce rapport minimuni. 

Nous verrons plus loin les raisons qui me portent ä penser que la 
troisiérae hypothése doit étre également rejetée. 

Soit donc 

De deux choses Tune; ou bien un seul des nombres de la serie A©, Aj, ... 
sera égal a A, de telle sorte que: 

Aj_l < A^ < Xi^ly 

le signe d'inégalité excluant Tégalité; alors f sera égal ä 0^ ä un facteur 
constant prés. 

Ou bien on aura par exeniple: 

A»— 1 "^ A,- == Ai^i = Aj^2 = . . . = Aj.|.„ <. A^^.„4.i. 
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Dans ce cas (p sera une combinaison linéaire de 

Il est inutile d'in8ister sur le peu de rigueur du raisonnement qui précéde 
bien qu on en ait souvent employé d'analogues en physique mathématique. 

Je dois pourtant indiquer ce que sont les fonctions fondamentales 
dans les cas les plus simples. 

Si la surface S est une sphére, la fonction fondamentale sera égale ä 

ä Tintérieur de S et ä 

a Textérieur, X étant une fonction sphérique d'ordre w. 

Si la surface S est un ellipsolde, les fonctions fondamentales ne 
sont autre chose que les fonctions de Lame. 

Si on appelle /? , /z , v les coordonnées elliptiques d'un point et si 
/'(/?) et /*!(/>) sont deux fonctions de /?, dites fonctions de Lame, il existe 
une simple couche dont le potentiel (P est egal a Tintérieur de 8 au produit 

MMM 

et ä Textérieuf au produit 

ap)Mf{^)- 

Si alors nous désignons par f et f[ les dérivées de f et f^ ; si /> = p^ 
est Téquation de Tellipsollde ä, on aura: 

ce qui n)ontre que est bien une fonction fondamentale. 



§ 2. Développements en serie* 

Soit F une fonction quelconque des coordonnées d'un point sur S\ 
diverses analogies peuvent porter ä penser que F peut se développer en 
serie procédant suivant les fonctions fondamentales. 
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On aurait alors: 

F=A,0, + A,0, +A,0, +..., 

les A étant des coöfficients constants. 

Si on adinet la possibilité du développement, le calcul des coöfficients 
A est facile. 

Pour calculer Ai, multiplions par -j-^ dw et intégrons, il viendra en 

vertu des propriétés des fonctions fondamentales: 



/^f "" = ^'j<> = 



X. 



Une fois que Ton connaitrait les fonctions fondamentales, il serait aisé 
de résoudre le probléme de Dirichlet. 
Soit W la somme de la serie 

A^0^ + A,0,+ ... 

calculée pour des points x j y j z non situés sur la surface S. La fonction 
W serait le potentiel d'une simple couche et W se réduirait ä la fonction 
donnée F sur la surface S. 

Formons maintenant les intégrales J et J\ 

En tenant compte des relations: 

on trouve: 

On trouverait de méme: 

J = Aq -f- Al -["••• 
d'ou 

J A^) "jr ■''i t" • • • 
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Le potentiel d'une simple couche est représenté par \ä rnéme serie 

ä riiitérieur et ä Textérieur de S. 

Il n'en est pas de méme du potentiel d'une double couche. Soit 
W le potentiel d'une double couche et supposons que Ton ait a Tin- 
térieur de S: 

et ä Textérieur de S: 



il viendra: 



Comme • 



W^ B,4> + B,0, +... 



dV , å0 , d0 



dn 

dV 
dn 



• dn 
d0: 



dn 
d0[ 






d0i _ . d(Pi 

dn dn 



• • 



je puiB ecnre: 



dV 

dn 






et comme le potentiel d'une double touche est caractérisé par la condition: 



dV dV 



dn 



dn 



il viendra: 



On aura en particulier 

puisque X^ est nul. 

On conclut de la: 



5< = — A^Xi, 



B,=o 



J' = i?o + B[ + • • ' =^ A'qXq + -^i^ 4" . . • > 
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d'ou: 



J _ lÅ\k 
Dans le cas de la simple couche, nous avons trouvé la formule 

J ^0^ I ^\^\ ~r . . . 
J ^0 i" •'*i i" • • • 

Nous en concluons 

-jr < lim ^ (pour p = co). 

En d'autres termes on ne peut avoir quel que soit p 

J . 

Si donc les développements en series qui précédent sont legitimes, il ne 
peut pas, ainsi que je Tai dit plus haut, exister de simple couche dont 
le potentiel (p satisfasse ä la condition: 

dip . difi 

dn dn 

X étant un nombre plus grand que tous les X^. 



§ 3. Application au probléme de Neuma/nUé 

Soit a trouver une double couche dont le potentiel W satisfasse a 
la condition: 

(i) v— F' = x{v+ r) + 20. 

Développons O ei^ serie procédant suivant les fonctions föndamentales et soit : 

= IC\0i. 

Supposons de méme que W soit développé en une serie de méme forme, 
de telle sorte que Ton aura ä Tintérieur de S: 

W= IA^0, 
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et a Textérieur de S: 

W=—IAiÅi0i. 

La condition (i) devient alors: 

l'Ai0i{l + Å,) = ÅIJi0i{l — K)+ 2lGi0i 

d'ou en identifiant: 



(I + ii) - Å{i — Xi) 
On a donc a Tintérieur de S: 



2Ci0i 

et ä l'extérieur de S: 



^ (I + Åi) - Å(l - ii] 



TF = — v 2GiÅi0i 



Mais: 



"T '^ /, . JA» t" • • • -r 'I /, . )Am+l "T 



(, + ^) _ ^(, _ ;.) I + ;. ' (I + ^) (I + i,.)«+ 

Comme on a d'autre part 

on devra avoir ä l'intérieur de S'. 

et a Textérieur de S\ 

Il . est aisé de déduire de lä les valeurs des intégrales que dans le cha< 
pitre I nous avons appelées J^.^', on trouve: 



La méthode de Neumann ot le probléme de Dirichict. 129 

Toutes les propriétés de ces intégrales, rigoureusement établies plus haut, 
sont des conséquences immédiates de ces formules qui ne sont mal- 
heureusement elles-mémes qu*hypothétiques. 

On voit d'abord que J^^ et J'^^ ne dépendent que de la somnie 
m + p, ce qui permet d'appliquer la notation a un seul indice. 

Les formules qui lient «/,»,«/«, e/i„_i , «/i,_i , les inégalités auxquelles 
satisfont ces intégrales se déduisent aussi immédiatement des formules. 

On voit par exemple pourquoi e/,^ est toujours positif, tandis que 
nous ne savons rien du signe de eTji^+i. 

Si tous les 



\ I + k) 



étaient positifs, c*est a dire si tous les ^ étaient plus petits que i, nous 
pourrions affirmer que J^n^^x est toujours positif. Cest ce qui arrive 
pour la sphére, mais on ne saurait afifirmer qu'il en soit toujours ainsi. 
Les inégalités: 

, résultent égalementr des formules. Quant a la limite de -^^. pour m 
infini, c'est la plus grande des quantités 



'3m 



• • 



(■ 



TTk)' 



lesquelles quantités sont essen tiel lem ent plus petites que i. 

En rattachant ainsi a des considérations qui ne reposent que sur de 
fragiles aper9us, des conséquences que je suis parvenu par une autre 
voie ä démontrer rigoureusement, j'ai voulu simplement faire comprendre 
quelle a été la marche de ma pensée et comment j'ai été conduit au 
resultat.' 

Mais on peut se poser le probléme d*une autre maniére; peut-on 
8'appuyer sur les diflFérentes propositions établies au debut de ce travail 
pour démontrer Texistence des fonctions fondamentales. 

Je n'ai pu encore y réussir, mais il est evident qu'on peut tenter 
de le faire par des procédés analogues a celui qiie j'ai employé dans 

Åcta mathematiea. 20. Iniprimé le 6 déccmbrc 1895. 17 
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inon mémoire sur les équations de la physique mathématique inséré aux 
Rendiconti del Circolo inatematico di Palermo (1894). 
Considérons le développement 

jv= ti; + att; + .... 

D'aprés ce que nous avons vu, ce développement converge ä Tintérieur 
d'un cercle de centre o et de rayon plus grand que i. Il définit ä Tin- 
térieur de ce cercle un element de fonction f^(A), et on peut définir cette 
fonction j^(A) en dehors de ce cercle par le procédé de la continuation 
analytique. 

Etudions cette fonction ^{Å). 

Je dis d^abord quelle doit étre uniforme; si en effet elle ne Tétait pas, 
il existerait pour une méme valeur de A, deux potentiels W^ et W^ qui 
satisferaient ä la fois a la condition (i) de sorte qu'on aurait: 

F, — f; = a(f, + f;) + 20, 
r, — r, = Å{r, + v',)+ 20. 

De plus cela devrait avoir lieu pour toutes les valeurs de A comprises ä 
Tintérieur d'un certain domaine; cela aurait donc lieu pour des valeurs 
imaginaires de A et pas seulement pour des valeurs reelles. 
Si je pose 

TF= tt; — ti; 

on aura 

F— F' = X(r -f F') ou F' = F-*— -J 

et comme W est le potentiel d'une double couche: 

dn än 

Soit maintenant ^ une fonction qui soit égale å TT ä Tintérieur de S et a: 

I + A 



W 



I —A 



a 1'extérieur; on aura 

9 = ¥' 
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ce qui montre que ip est le potentiel d'uiie simple couche. Il vient 
ensuite : 

dip I + X dif 

dn \ — Xdn 

ce qui montre que ip est une fonction fondamentale; luais comme nous 

I + >l 
Tavons vu cela ne peut avoir lieu que si le multiplicateur t est réel. 

Gette circonstance ne peut done pas se produire pour des valeurs imagi- 

naires de \. 

C. Q. F. D. 

Diverses analogies me portent a penser que la fonction ^(A) ne peut 
avoir de points singuliers que sur Taxe des quantités reelles; mais on 
peut supposer que ces points singuliers sont des pöles ou bien des points 
singuliers essentiels, ou bien qu'ils förment des lignes singuliéres. 

Nous allons voir comment ces diverses hypothéses se rattachent a 
celles que Ton peut faire au sujet des quantités que nous avons appelées 
w^ et -3fp au chapitre II. 

Supposons d'abord que les quantités A^ förment une seule serie telle que: 

o = A^ < Aj < Aj < . . . , 
lim Ap = /I pour p = co. 

C*e8t lä rhypothése la plus simple et celle que d'aprés certaines analogies 
nous avons adoptée jusqu'ici. 
Reprenons alors la formule 

relative a une double couche: Jobserve d'abord que \ étant nul cette 
formule peut s'écrire: 

«/ A\A.i T" ... 

Si nous posons (Cf. chapitre II, § i et 2) 

(2) W=a.,W^^a^W^-\- ...-^ a,W^ 
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les Wi étant des potentiels de doubles couches données et les a des coöffi- 
cients arbitraires, nous pourrons disposer des a de fa9on a faire disparaltre 
les coöflficients 



de sorte que nous aurons: 



J Ap—\Åp-i + 



'^ i4p_i^_.i + 



d'ou: 






On a donc: 






Pour calculer m^ supposons que dans la formule (2) on déterminc les 
W^ de facon qu'a Tintérieur de S 

il vient: 

I » ;* I » ;* I I * )* 

d'oii: 

JiJ = ^i^ — • 

Donc i?I est toujours plus grand que - et on peut prendre q assez grand 

^ 1 

pour qu'il différe aussi peu qu'on le veut de -,- 
On a donc: 

Mais on peut encore faire d'autres hypothéses; on peut supposer que les 
A, au lieu de former une seule serie en förment deux ou trois. 
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Ceux de la i*'* serie satisfont aux conditions 

o = Åq < Aj < a, < . . . ; 

lim Åp = A pour ^ = co. 
Ceux de la 2* serie satisfont aux conditions 

o — — A| ^ A-» -^ • • • j 

lim A^ = /I' pour p = 00. 

On a d'ailleurs: 

A < A'. 

Si A < A' on peut supposer encore qu'il existe une troisiéme serie de 
quantités analogues aux A^ et qui sont toutes comprises entré A et A\ 
Dans ce oas on a: 

/♦;»— l Ap 

Si d'une maniére quelconque, par exemple en perfectionnant les procédés 
du chapitre II, on parvcnait a déniontrer que 

lim Wp = Mp pour p = 00 

on pourrait pas les procédés de mon mémoire des Rendiconti cité plus 
haut, démontrer les resultats suivants: 

La fonction f{X) na que des pöles et un seul point singulier essentiel 
qui est rejeté a Tinfini si Ton suppose 

lim nip = lim Mp = i. 

Si Ton considére un de ces p61es, le résidu correspondant regardé comme 
fonction de a; , y et ;? est une fonction fondamentale. 
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CHAPITRE VII. 



La méthode de Robin. 

g 1 . La méthode de Robin et les fonctions fondatnentales. 

M. Robin a récemment imaginé une méthode qui permet de résoudre 
le probléme de la distribution électrique, et qui semble d'abord, comme 
celle de Neumann, n'étre applicable qu'aux surfaces convexes. 

Il peut étre intéressant de voir comment cette méthode se rattache 
aux considérations précédentes. 

Admettons d'abord Texistence des fonctions fondamentales et la possi- 
bilité des développements en series dont il a été question dans le chapitre 
précédent. 

Soit IV le potentiel d'une simple couche satisfaisant a la cöndition 
suivante 

dV dV ,/dV . dV'\ , . 

Si nous cherchons a développer IV suivant les puissances de A , de sorte que 

(2) W= W^ +XW^ +/^H/, + ... 

il viendra: 

dn dn 

dV, dV.^dV, dv:^ 

dn dn dn dn 



ce qui montre que PV^ est le potentiel d'une simple couche de densité 



— 



, W^ le potentiel d'une simple couche de densité 



2;: 

47:\dn dn / 

etc. 
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Supposons maintenant que soit développable en serie sous la forme: 



*=^'.^+^'.^+-- 



Soit ensuite 



d'ou: 



IV=^A,0, + A,0, +... 



(in ^ * dn ' dn ^ dn 



de sorte que la relation (i) devient: 

d'ou : 

Ai = 



(I + Åi) + Å(i—Åi) 
On a donc: 



et par conséquent: 



^ {i + Åi) + iii - Åi) 






m 



ou: 

2Ci0i /I — ^^^^ 



i- 'r' >-. =Z mii^) 



Quand m croit indéfiniment, tous les facteurs 

tendent vers o a rexception du facteur 

qui reste egal ä i. On a donc pour w = co 
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On voit donc que si m est tres grand IV^ différe tres peu du potentiel 
d'une simple couche dont la densité est proportionnelle å celle de Télee- 
tricité en équilibre sur la surface S. 

Cest la le principe de la méthode de Robin. 

Rapprochons-le du principe de la méthode de Neumann. 

Pour le potentiel d'une döuble couche satisfaisant ä la condition: 

V—V' = X{V+ F') + 20 
nous avons trouvé a l'intérieur de S: 

2Ci0i 



W=V ^^^^ 



d'oii : 

2Ci0i /I — /i^»» 



W 



£ 2Ci0i / ^ — AA 



A Textérieur de S j C^ doit étre remplacé par — C, A,, 
On a donc pour w = co a Tintérieur de S 

lim IV^ = 20^0^ = const. 
et a Textérieur de S 

\imJV^ = — 2C^Å,0, =o. 

De ces deux formules, il serait aisé de déduire tous les théorémes de 
Neumann. 

Revenons a la méthode de Robin. Si nous supposons que la fonc- 
tion donnée qui figure dans la relation (i) soit telle que C^ =o, c'est 
a dire telle que 

J 0dw = o, 

on a pour m infini: 

lim IV^ = o. 



On voit de plus que la serie 
converge pour 

!;. < I. 
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Or pour / = I la relation (i) devient: 

dV 



dn 

Pour A = — I, elle devient: 



= —0. 



— = 

dn 



On voit donc que la méthode de Robin permet de trouver une fonction 

harmonique soit ä Textérieur de S, soit a Tintérieur de S, étant donnée 

dV 
la valeur de la dérivée -r- en tous les points de S. 



% 2. La méthode de Mobin et le probléme de Neutnann. 

Ce qui précéde nous fait déja prévoir que la méthode de Robin est 
applicable a toutes les surfaces simplement connexes. Mais raper9U du 
numéro précédent n'a aucun caractére de rigueur. Rapprochons donc 
d'une autre maniére la méthode de Robin et celle de Neumann. 

Soit w le potentiel d'une simple couche satisfaisant a la condition 

, . dv dv ./dv . dv\ , 

Je pose d'ailleurs 

ii; = M7^ 4- },w^ + X^W^ + . . . 

Soit raaintenant W le potentiel d*une double couche satisfaisant a 

(2) V— V = ;(F+ V) + 20 

et développable sous la forme 

IV = IV^ + ?Jl\ + ... 

Je suppose que la fonction ^ soit donnée, nous calculerons w^ j iv^ j . . . 
par récurrence a Taide des forrnules: 

dv,_dv:^ 

dn dn "^ ^ 

dv^ dv[ dv^ dv'n 

dn dn dn dn 
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Nous savons que la méthode de Neuhann, appUcable ä toutes les surfaces 
simpleinent connexes, nous pertnet de trourer une double couche dont le 
potentiel W satisfasse ä la condition 

V = fonction donnée. 

Nous pourrons done choisir W^ de cette fa^on que 

K, = t-, 

d'ou 

Wg = w, (ä Tintérieur de S) 

et 

dn dn 

On calculera ensoite par récurrence W, , W, , etc a Taide des formulea: 

Fl — ^; = n + V'o, 



Posons 

' dn dn ' " v • VI 

et soient mJ , l/i les valeurs de u^ et U^ au point %',y',s'\ soit r la 
diBtance des points x,y,z, x',y\z'; conservona aux notations dw' tit da 
le inéme sens que plus haut; soient a', y?, ;-' les cosinus directeurs de rfw'; 
soit enfin, pour une fonction quelconque f de x', y', z': 







il viendfa: 




(3) 


J 2xr • ' J '' J 2» d 


Tenons compte 


maintenant des relations: 




iy. dr. dt. 
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d'ou Ton déduit: 

^"o dn ^ dn' ^^' "" ^«+ ^'' 

Si donc nous posons ä Textérieur de S: 

et si T' est la valeur de T uu point a;', y', z% on aura a la surface de S: 

dT' 
T' = 211'' — - = 2m' 

Or le théoréme de Green nous donne quand le point rr.y,-2? est intérieur a S: 



f 



dT' dw 







dn r 

On aura donc ä Tintérieur de S 

JV^ = — w^. 
On trouverait de ménie par récurrence ä Tintérieur de S: 

J^a = W^a, f^^a = — ^3 ' ' ' • ' 

Mais nous savons que la serie: 

{w^ — 2q + {w^ - 2q + . . . + {w^— 2q + . . . 

converge absolument et uniforniément si la constante C est convenable- 
ment choisie. 

Il en sera donc de méme a Tintérieur de S de la serie 

{W, — 2(7) + {W, -2C) + ...+ {W^ — 2C) + . . . . 

Si 

jtpda) = o, 
la constante G est nuUe. 

Nous désignerons Tintégrale 



/s 



dWfn dwp , 

dx dx 
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par j^p ou par f^j, suivant qu'elle sera étendue a 1'intérieur ou a Tex- 
térieur de S. 

On verrait comme au chapitre I que ces intégrales ne dépendent 
que de la soinme des iiidices m et p, ce qui nous pennettra de remplacer 
la notation j„,,pyf„^,p par la notation ä un seul indice Jm^tp^fmJtP' 

Nous trouverions ensuite 

Jm \ Jm 7m— 1 Jm—\' 

De plus ^jm j fim sont positifs et on peut assigner une limite supérieure 
et inférieure au rapport: 

jjm 

•/ 

poiirvu que f<pdoD = o et que par conséquent la simple coucJie qui engendre 

w^ ait sa mosse totale nulle (Cf. chapitre II, § 5). 

On tirera donc de la les mémes eonclusions qu'en ce qui concerne 
la méthode de Neumann et on aura: 



j,^^r,n.<BU\ {L< I) 



B étant un nombre donné. 
Nous avons d^ailleurs: 



J2m — Jim "^ AL'"" 

et comme nous pouvons assigner une limite supérieure M au rapport 

J2m 



~. » 

J-ln 



nous aurons 

Notis savons que si les constantes C , D et L^ {L^ < \) sont con- 
venablement choisies on aura: 

I W^ — 2C\ < DLT. 

On a donc ä Tintérieur de S 

\w^— 2C < DL";". 
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Si 

jifda) = o, 
la constante C est nulle et on aura ä Tintérieur de S: 

\wJ<DLT. 
On aura donc sur S 



^m 



v 



<DLT 



et comme |w?„| ne peut atteindre son maximum que sur S, on aura a 
Textérieur de S 



^^m 



< DL\\ 



Donc la serie 

Wq + /w^i + • • • 

converge absolument et uniformément pour |A|_< i. La méthode de Robin 
est donc comme celle de Neumann applicahle å toutes les surfaces simple- 
ment connexes. 

å 

Resumé. 

Nous savons que la méthode dite du balayage permet de démontrer 
le principe de Dirichlet dans le oas general. 

Mais si cette méthode est trés-bonne comme procédé de demonstration, 
elle est inférieure comme procédé de calcul ä celle de Neumann. Celle-ci 
malheureusement n'était jusqu'ici applicable qu'aux surfaces convexes. 

En m'appuyant sur le principe de Dirichlet supposé démontré par 
la méthode de balayage, j'ai montré que la méthode de Neumann (de 
méme que celle de Robin) conduit a la solution du probléme de Di- 
richlet aux conditions sui vantes: 

i"*. Si la surface S est simplement connexe. 

2^ Si cette surface a partout un plan tangent et deux rayons de 
courbure principaux déterminés. 

3®. Si la fonction donnée a des dérivées de tous les ordres. 

Toutes ces restrictions sont probablement inutiles et tout porte a 
penser que le théoréme est vrai dans tous les cas. Mais je ne Tai dé- 
montré qu'avec ces restrictions. 
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Apres avoir établi ces resultats d'une fa9on rigoureuse, j'ai cru devoir 
dans les deux derniers chapitres, donner une idée des aper9us qui m'avaient 
d'abord conduit å les deviner. J*ai pensé que, inalgré leur peu de rigueur, 
ils pouvaient étre utiles comme procédés d'investigation, puisque je m'en 
étais déja servi une fois avec succés. 
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Da das erste Glied jeder dieser Horizontalreihen in jedes folgende Glied 
derselben Reihe ohne Rest aufgeht, so sind die Primzahlen der Form 
2'+ I i^ur unter den ersten Gliedern zu suchen; mit anderen Worten: 
Nur wenn x eine Potenz von 2 ist, känn 2' + i eine Primzahl sein. 
Dass aber nicht alle Zahlen 2""+ i, bei denen x eine Potenz von 2 ist, 
auch Primzahlen seien, wie Fermat vermuthet hatte, ist von Euleu ge- 
zeifft worden. 

Wenn wir jetzt von den beiden Primzahlen 2^+i=3>2*-!fi=5, 
von denen die erste die primitive Wurzel 2, die zweite die primitiven 
Wurzeln 2 und 3 hat, absehen, so ergiebt sich Folgendes: Es ist congruent 
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Folglich haben die Primzahlen 2' + 1, ;f > 3 die Formen 8Ä: + i; 
i2Ä;+5; 2oft+ 17; 28/1:+ 5, 17; 44*+ 5, 17, 21 ,37; 52*+ 17,49; ..., 
und da 2 quadratischer Rest der Primzahlen 8** + i, 3 Nichtrest der 
Primzahlen I2ä;4-5» 5 Nichtrest der Primzahlen 20ä:'+17, 7 Nichtrest 
der Primzahlen 28* + 5,17, ferner 13 Rest der Primzahlen 52/t + 17 , 49 
ist, während 11 Rest der Primzahlen 44**+ 5 , 37, Nichtrest der Prim- 
zahlen 44*+ 17,21 ist, so erhalten wir den Satz: 

Die Zahlen 3,5,7 sind primitive Wurzeln aller Primzalilen 2'+ i, 
;f>3; die Zahlen 2 und 13 sind fur keine derselben primitive Wurzeln; 
die Zahl 1 1 endlich ist primitive Wurzel derjenigen dieser Primzahlen, bei 
denen x eine gerade Potenz von 2 ist; wenn x eine ungerade Potenz von 2 
ist, so 'ist II keine primitive Wurzel, 

Unter loooo liegen nur 4 Primzahlen der Form 2*+ i, nämlich 
3,5.17,257. 
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Weiter sqi 

II. p = 2*2^ + I ; 

dann ist die Zahl a primitive Wurzel von p^ wenn sie Nichtrest von p 
und wenn zugleich die Congruenz 

x^ = a, also auch rr^"^'* "" = a^'"^ " (mod. p) 
unmöglich ist. Nach dem Fermat'schen Satze ist aber 

^9.^V-^^ d, i. x''-'=i (mod.;?); 
also muss, wenn a primitive Wurzel sein soll, auch die Oongruenz 

a''''''= I, d. i. (a'*-'^'~'— i)(a''""'^'"' + i) = o (mod. p) 

unmöglich sein. 

Wenn nun X> i ist, so känn die Frage, ob der Nichtrest a primi- 
tive Wurzel von p sei öder nicht, nur dadurch entschieden werden, dass 

man den Rest der Potenz a'*"" ' ~ (mod. p) biidet; Avenn derselbe weder 
+ I noch — I ist, so ist a primitive Wurzel, sonst nicht. 

Beispiel. Es sei ;?== 3457 = 2^ 3'+ i, so ist 2'''"^g^^""^ = 2*. 3^ = 576. 
Nun sind 2,3,6 Reste von 3457; weiter ergiebt sich 5"^= — i, aber 
j"^ = — 1520 (mod. 3457); somit ist 7 die kleinste primitive Wurzel 
von 3457. 

Untcr loooo liegen 27 Primzahlen der Form 2*g^ + i>^> i, deren 
kleinste primitive Wurzeln auf die dargelegte Weise leicht bestimmt 
werden können. 

Weit einfacher gestaltet sich die Sache, wenn A= i, also q^"^ = 1 
ist. In diesem Falle entnehmen wir aus dem oben erhaltenen Resultat 
den Satz: 

Die Zahl a ist primitive Wurzel der Prim zahl p= 2' j + i> wenn sie 
Nichtrest von p und wenn zugleich a^' — i nicht durch p teilbar ist. 

Dieser Satz soll jetzt auf besondere Falle angewendet werden. 
i) Es sei x = i, also p = 2q -\- i. 

Ä9ta fnathematvM. 20. Imprinié !• 11 jacrler 1896. 19 
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Je nachdem dann j = 4Ä; + i öder = 4Ä; + 3 ist, ist ^ = 8/fc -f 3 öder 
= SÄ + 7. Da nuii die Zahl a = 2 Nichtrest von ^ = Sä + 3, dagegen 
Rest von SA; + 7 ist, da ausserdem 2^ — i=3 durch keine Primzahl 
p = 2q + i, q> i teilbar ist, so erhalten wir das Resultat: 

Die Zahl 2 ist primitive Wurzel dller Primzahlen p=2q+iy hei 
denen die iingerade Primzahl q die Form ^k + i hat; wenn g = 4Ä; + 3 ist, 
so ist 2 keine primitive Wurzel von p. 

Um weiter zu untersuchen, för welche Primzahlen p = 2q -{' i die 
Zahl a = 3 primitive Wurzel ist, erwägen wir, dass q entweder = 3 öder 
von einer der beiden Formen 6k + 1 ist. P'tir q = S ist p = 7, und fftr 
diese Zahl ist 3 primitive Wurzel. Die Annahme q = 6k -\- i wDrde 
p=i2Ä; + 3, also zusammengesetzte Zahlen liefern und ist daher un- 
zulassig. Wenn endlich q =: 6k — i ist, so ergiebt sich p = I2k — i, und 
da 3 Rest der Primzahlen dieser Form ist, so erhalten wir den Satz: 

Die Zahl 3 ist primitive Wurzel von 7; filr alle anderen Primzahlen 
p= 2q '\- I ist sie es nicht, 

Durch ähnlichc SchlUsse und unter Bertlcksichtigung der Werte 

5*— 1 = 24, 6^—1=35, 7»— 1=48, 10'— 1=99, 

11^ — I = I 20, 13^ — 1 = 1 68, . . . 

gelangt man zu den Sätzen: 

5 ist primitive Wurzel dller Primzahlen 2g + i, bei denen q eine Prim- 
zahl einer der beiden Formen i oä + i > 3 i^t. 

6 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 2g + i; ^^i denen q eine 
Primzahl der Form ^k -{- i ist. 

7 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 2 j + i, bei denen q eine Prim- 
zahl einer der beiden Formen 14Ä; + 5 , 1 1 ist. 

10 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 2j + i, bei denen q eine 
Primzahl einer der drei Formen 20Ä; + 3 , 9 , 1 1 ist. 

1 1 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 2g + i , bei denen q eine 
Primzahl einer der Formen 22k + 1,7, 13, 15 ist; ausserdem ist 11 pri- 
mitive Wurzel von 23. 
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13 ist primitive Wurzél dller Primzahlen 2j + i, bei denen q eine 
Pnmzahl einer der Formen 26Ä; + 3, 5 , 7 , 9 , 1 5 , 23 ist. Ausnahme p = J. 

Diese Sätze, denen sich leicht andere anreihen lassen, liefern fQr 1 1 3 
von den 114 unter loooo liegenden Primzahlen 2q + j die kleinsten 
primitiven Wurzeln; die eine noch tibrig bleibende Primzahl 2999 hat 17 
als kleinste primitive Wurzel. 

Ist 

2) ;f = 2, also jp = 4g + I, 

80 wird, je nachdem g = 4Ä; + i öder 4ä;+ 3 ist, p die Form 16^+5 
öder i6ft+ 13 haben, und da 2 Nichtrest der Primzahlen dieser Form 
ist, da tlberdies 2* — i = 15 durch keine Primzahl 4q-\- i^q>i teilbar 
ist, 80 ergiebt sich der Satz: 

Die ZaM 2 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 45+1, bei denen q 
eine ungerade Primzahl ist. 

Indem Avir diese Schltisse fortsetzen und beachten, dass 3* — i =i 80, 
6*— I = 1295 == 5.7.37, 7*— 1 = 2400, 10*— I = 9999 = 9.11.101, 
II* — I = 14640= 2*. 3. 5.61, 13* — I =28560 = 2*. 3. 5. 7. 17 durch keine 
Primzahl der betrachteten Form teilbar sind, dass aber 5* — i = 624 den 
Factor 13 enthält, erhalten wir die Sätze: 

3 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 4g + i mit Ausnahme der 
Zahl 13. 

5 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 4g + i, iei denen q eine Prim- 
zahl einer der Formen ioä: + 3,9 ist; eine Ausnahme macht nur die Zahl 13. 

6 ist primitive ' Wurzel von 1 3 ; fur alle anderen Primzahlen 4g + i 
ist 6 keine primitive Wurzél. 

7 ist primitive Wurzel aller Primzahlen 4g + i , bei denen q eitie Prim- 
zahl einer der Formen 14*+ 1,3, 11 ist. 

10 ist primitive Wurzel der Primzahlen 4^+1, bei denen q eine Prim- 
zahl der Form i oA + 7 ist. 

1 1 ist primitive Wurzel der Primzahlen 4^+1, bei denen q eine Prim- 
zahl einer der Formen 22Ä;+3,5,7,i5,2i ist. 

Unter lOOOO liegen 59 Primzahlen der vorstehend betrachteten Form. 
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Wenn endlich 

3) ;f > 2 ist, so hat p = 2'g + i die Form 8Ä; + i, und da 2 Rest 
der Priinzahlen dieser Form ist, so erhalten wir den Satz: 

Die ZaJd 2 ist fUr keine Primzahl 2*3+ i, x>2 primitive Wurzél, 

Ebenso liefert eine einfache Anwendung des Reciprocitätssatzes das 
Resultat: 

Fur die Primzalilen 2*5^+ i> x> 2 känn weder q noch 2q primitive 
Wurzel sein. 

Danach ist z. B. weder 3 noch 6 primitive Wurzel der Primzahlen 
2*. 3 + I, weder 5 noch 10 primitive Wurzel der Primzahlen 2*. 5 + i, 

U. S. AV. 

Untersuchen Avir jetzt, för welche Primzahlen 2'j+i, x> 2 die 
Zahl 3 primitive Wurzel sei. Da der Fall j = 3 soeben erledigt worden 
ist, so haben wir nur q = 6k + i vorauszusetzen. För diese Werthe wird 

p = 2\ 64 + 2' + i ^ ± 2* + I (mod. 1 2). 

Nun ist aber, da x> 2 vorausgesetzt wird, 

2'' = 4 öder 8 (mod. 12), 

folglich wird, Avenn das obere Zeichen genommen wird, i>=5 öder 9 
und för das untere Zeichen p= — 3 öder — 7, das ist =9 öder 5 (mod. 12) 
sein. Da nun p eine Primzahl sein soll, so ist der Rest 9 ausgeschlossen; 
folglich hat Jede Primzahl 2' q + i, ^> 2, 5^ > 3 die Form i2k -}- 5, also 
3 zum Nichtrest. 

Die Zahl 3 ist daher primitive Wurzel aller Primzahlen 2*5^+ i, 

x> 2, q> ^y welche nicht in 3^' — i aufgehen, Es ist aber 3^ — i = 2^,^.^i 
und 3^* — I = 2^5.17.41.193. Daraus ergeben sich die Sätze: 

3 ist primitive Wurzel aller Primzahlen Sq-^-i, mit Ausnahme der 
Zahl 41. 

3 ist primitive Wurzel aller Primzahlen i6q -\- i . 

Ebenso ist 3 primitive Wurzel aller Primzahlen 32g +i> welche 
nicht in 3" — i aufgehen, aller Primzahlen 649+ i, welche nicht in 



Primitive Wurzeln der PrimzahleD von der Form 2*^* + I. 149 

3** — I aufgehen, u. 8. w. Um die (praktisch unausftihrbare) Zerlegung 
dieser Ausdriicke in Faktoren öder die Division derselben durch alle in 
Betracht kominenden Primzahlen des Gebiets, auf welches man sich be- 
schrftnkt, zu vermeiden, berechnet man am besten die Potenzreste von 3 

fOr jede dieser Primzahlen p bis zu 3^ . Wenn dies die niedrigste 
Potenz ist, welche den Rest — i liefert, so ist 3 primitive Wurzel von 
p, sonst nicht. Auf diese Weise habe ich mich tiberzeugt, dass ftir das 
Zahlengebiet bis zu loooo alle Primzahlen 2*? + i, x>2, q> 2> in der 
That die primitive Wurzel 3 haben. 

Änmerkung. 3*' — i = (3^'" + 0(3 ^'~ — O ^^^^ durch die Primzahl 
p = 2''q + I sicherlich nicht teilbar sein, wenn 

x-\ ^»*-»- 

2''?+i>3^' +1, also ?>^^r- 

2 

ist. Unter dieser Bedingung ist also 3 primitive Wurzel von p. Dieser 
von TscHEBYSCHEFF [Theorie der Congruenzerij deutsch von Schapira, S. 311) 
angegebene Grenzwert ist aber nur fur ;f = 3 von Nutzen; er liefert dann 

g'> — , d. i. }>io. Fttr X = 4 wird derselbe 5 > 410; von den 17 unter 

lOOOO liegenden Primzahlen lög + i wörden also nur die 4 letzten 7793, 
8369, 8753, 9137 unter den Satz fallen, die 13 ersten nicht. Ftirx=5 
ist der Grenzwert q> 13452 10, fiir ;f = 6, u. s. w. noch weit grösser. 
Dieser Grenzwert hat also praktisch gar keine Bedeutung. 

Es sei jetzt a = 5. Da der Fall 5 = 5 oben schon erledigt ist, so 
sind nur die Formen 

5 = lOÄ; + I , 3 , 7 , 9 

ins Auge zu fassen, denen die Werte 

p = io.2\k + (2' + 1), (3.2' + 1), (7.2* + 1), (9.2* + i) 

entsprechcn. Je nachdem nun 

x{> 2) = o, I , 2 , 3 (mod. 4) 

isf, wird (mod. 10) 

2'^ = 6, 2 , 4, 8, 
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also 

2« + 1 = 7,3,5.9, 

3.2' + 1=9,7,3,5, 
7.2^^ + 1=3,5,9,7, 
9.2^^ + 1 = 5,9,7,3 

sein, und da 5 Nichtrest der Primzahlen ioä; + 3, 7, Rest der Priin- 
zahlen lOÄ + i , 9 ist, so erhållen wir das Resultat: 
Die Zahl 5 ist Nichtrest der Primzahlen 

2*^q+ I, wenn die Primzahl q eine der Formen 10Ä+ 1,7 hat 
2*^'^^q+ij y> y> » q y> }> i> loA + i , 3 y> 

m 

2^^+^g-j-i, D )) » gr » D D ioÅ: + 3,9 y> 

2^^+«gr-j-i^ D D » q 1> D 5) IOÄ;+7,9)) 

Zur Entscheidung der Frage, ob die Zahl 5 primitive Wurzel derjenigen 
Primzahlen 2*gr + i sei, deren Nichtrest sie ist, hat man dann noch die 
AusdrOcke 

5^— I = 2*.3. 13-313, 5'*— I = 2\3. 13. 1 7. 3 1 3. 1 1489, - . • 

zu prOfen und, wenn dies unmöglich ist, die Potenzreste von 5 selbst zu 
bilden. Im besonderen erhalt man die Sätze: 

5 ist primitive Wurzel dller Primzahlen 8} + i , wenn q eine Prim- 
zahl einer der Formen i o* + 7,9 ist, 

5 ist primitive Wurzel dller Primzahlen 1 6 j + i , wenn q eine Prim- 
zahl einer der Formen i o& + i , 7 ist. 

Weiter sei a = 6. Da 2 Rest, 3 Nichtrest aller Primzahlen 2'j + i, 
x> 2y q> 3 ist, 80 ist 6 Nichtrest derselben. Nun ist 

6'— I =5.7.37.1297, 6^'— I = 5 •7.> 7. 37. 1 297. 98801, 

somit 6 primitive Wurzel aller Primzahlen Sq -}- i und i6(y+i. Was 
die Primzahlen 32J + i , 64? + i , . . . betrifift, so ist die Frage in der 
oben dargelegten Weise zu entscheiden. 
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Fttr a = 7 sind die Fälle 

g= 14/:+ I , 3, 5, 9 , II , 13 

zu betrachten, denen die Werte 

2) =14.2'* + (2'+ 0,(3. 2'+ i), (5 2'+ i), (9.2^+1), (i 1. 2'^+!), (13.2' + i) 

entsprechen. Je nachdem nun 



ist, wird mod. 28 



x = o , I , 2 (mod. 3) 



2'= 8, 16, 4, 



also 



2' + 
3.2' + 
5-2' + 

9.2' + 

I I .2* + 
13-2" + 



= 9, 17, 5» 
= 25 , 21 , 13, 

= 13, 25 , 21, 

= 17,5,9, 

= 5 , 9,17, 
= 21 , 13 . 25 

mzahlen 28Ä; + 5 , 1 1 , 13 , 15 , 17 , 23, 



sein, und da 7 Nichtrest der Pr 
Rest der Obrigen ist, so erhalten.wir das Resultat: 
Die Zahl 7 ist Nichtrest der Primzahlen 

2'^j + I, wenn die Primzahl q von einer der Formen 14^;+ 5,9, ^ ^ ist. 



,tA+l 



2 J +1, y> 



,tAH 
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14*+ 1,9, 13 D 
i4Ä;+ I , 3, II y> 



Zur Entscheidung der Frage, ob 7 primitive Wurzel derjenigen dieser 
Primzahlen sei, deren Nichtrest sie ist, sind dann noch die AusdrOcke 

7®— T 1= 2^3.51 120 r, 7^^ — I = 2^ 3 . 5^ 1 1 . 13 . 29. 683 .1201 

zu betrachten und weiter die Potenzreste von 7 selbst zu bilden. Im 
besonderen erhalt man die Sätze: 
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7 ist pritnUive Wurzél der Primzahlen 8? + i , wenn die Primzahl q 
von einer der Formen i4A: + 5>9> ii ist, und der Primzahlen T6g+ i, 
tvenn q eine der Formen 1 4Ä; + ^ ? 9 > 1 3 '^^^• 

Die Zahl a = 10 ist in Beziehung auf die hier betrachteten Prim- 
zahlen 2*3' + I von demselben quadratischen Character wie 5, und da 

10^— I = 3'. II .73. 101 . 137, lo^'— I =(io®— i). 17-5882353 

ist, so ergeben sich die Sätze: 

10 ist primitive Wurzel (dier Primzalden 817 + i, hei denen q eine 
Primzahl einer der heiden Formen ioä;+7,9 ist; eine Ausnahme niacht 
nur die Zahl 137. 

I o ist primitive Wurzel aller Primzahlen i ög^ -f ^ ; ^^^ denen q eine 
Primzahl einer der heiden Formen i oä + 1,7 ist. 
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TABELLE DER KLEINSTEN PRIMITIVEN WURZELN g 
ALLER PRIMZAHLEN p ZWISCHEN 3000 UND 5000. 

(Fortsetzung der Tabelle aus Band 17, Seile 816) 

VON 

G. WERTHEIM 

In FRANKFURT a. M. 



Yorbemerkung. Als die vorliegende Arbeit schon nahezu abgeschlos- 
sen war, habe ich durch einen an den Herausgeber dieser Zeitschrift ge- 
richteten Brief des Herrn Prof. Stickelbergeu erfahren, dass Reuschle 
im Stuttgarter Gyinnasialprogramm von 1856 schon eine Tabelle der 
primitiven Wurzeln för die Priinzahlen unter 5000 gegeben hat. Wenn 
ich im Einverständniss mit der Redaction trotzdem meine Tabelle ver- 
öffentliche, so geschieht das, weil Reuschle's Arbeit wenig bekannt ge- 
worden und jetzt schwer erhaltlich ist, dann aber auch, weil Reuschle 
irgend welche, häufig recht grosse primitive Wurzeln giebt, während ich 
immer die kleinsten berechnet habe. Selbstverständlich habe ich meine 
Resultate, soweit es möglich war, mit denen von Reuschle verglichen 
und dadurch einige Fehler berichtigen können. Dagegen sind bei den 
Zahlen 

3221, 3251, 3301, 3361, 3739, 3881, 4099, 4231, 4729, 4969 

meine Angaben die richtigen. 

Jede Primzahl, fQr welche 10 primitive Wurzel ist, ist mit dem 
Zeichen * versehen. 

Aeta math&matiea. 20. Imprimft lo 7 ninrs I80G. 20 
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2.23.73 


1 1 


3659* 


2.31.59 


2 


3041 


2\5.i9 


3 


3361 


2''.3-5-7 


22 


3671 


2.5-367 


13 


3049 


2'.3.I27 


1 1 


3371* 


2.5-337 


2 


3673* 


2'.3'.i7 


5 


3061 


2'.3'-5-W 


6 


3373 


2^.3.281 


5 


3677 


2«.9i9 


2 


3067 


2.3-7.73 


2 


3389* 


2^7.11* 


3 


3691 


2.3*-5-4i 


2 


3079 


2.3*.i9 


6 


3391 


2.3.5-113 


^ 


3697 


2*.3.7.ii 


5 


3083 


2.23.67 


2 


3407* 


2. 13-131 


5 


3701* 


2^5^37 


2 


3089 


2'.i93 


3 


3413 


2*.853 


2 


: 3709* 


2^.3*- 103 


2 


3109 


2'.3.7.37 


6 


3433* 


2'.3.ii 13 


D ■ 

1 


1 3719 

i 


2. II. 13* 


7 


3II9 


2.1559 


7 


3449 


2^.431 


1 

3 


3727* 


2. 3*. 23 


3 


3I2I 


2*.3-5-i3 


7 


3457 


2^3^ 


7 


3733 


2'.3-3ii 


2 


3137* 


2^7' 


3 


3461'^= 


2'.5-i73 


2 


3739 


2.3.7.89 


7 


3^^3 


2.3. 17.31 


3 


3463* 


2.3.577 


1 

3 


3761 


2*.5-47 


3 


3167* 


2.1583 


5 


3467 


2.1733 


2 


3767* 


2.7. 269 


5 


3169 


2^3^II 


7 


3469* 


2^3-I7' 


2 


3769 


2*.3-i57 


7 


3181 


2^.3.5-53 


II 


3491 


2.5-349 


2 


3779* 


2.1889 


2 


3187 


2.3^.59 


2 


3499 


2.3-11.53 


2 i 
1 


3793 


2*.3-79 


5 


3191 


2.5. 1 1 .29 


17 


3511 


2.3*.5.i3 


1 
7 


3797 


2'.i3.73 


2 


3203 


2 . 1601 


2 


3517 


2*.3.293 


2 


3803 


2 . 1901 


2 


3209 ! 


2\40I 


3 


3527* 


2.41.43 


5 


3821* 


2^.5. 191 


3 


3217 i 


2^.3.67 


5 


3529 


2^3^7' 


'7 


3823 ; 


2.3.7*.i3 


3 


3221* 


2".5-7-23 


10 


3533 


2^.883 


2 


3833*; 


2».479 


3 


3229 • 


2'.3.269 


6 


3539* 


2 . 29.61 


2 


3847* 


2.3.641 


5 


3251* 


2.5'-i3 


6 


3541 


2'.3.5-59 


7 


3851*; 


2. 5*. 7. II 


2 


3253 


2'.3.27i 


2 


3547 


2.3*.i97 


2 


3853 


2'.3*-io7 


2 


3257* 


2'.ii.37 


3 


3557 


2*. 7. £27 


2 


3863* 


2.1931 


5 


3259* 


2.3*.i8i 


3 


3559 


2.3.593 


3 


3877 ; 


2\3.i7.i9 


2 


3271 


2.3-5-109 


3 


3571* 


2.3'5-7-i7 


2 


3881 


2'.5-97 


13 


3299*: 


2.17.97 


2 


3581* 


2*.5-i79 


2 


3889 


2^3' 


1 1 


3301* 


2'.3-5*-ii 


6 


3583 


2.3*.i99 


3 


3907 ' 

1 


2.3*.7-3i 


2 


3307 , 


2.3. 19.29 


2 


3593* 


2 '.449 


3 


3911 


2.5.17.23 


u 


3313* 


2*.3'-23 


10 


3607* 


2.3.601 


5 


3917 


2*. I l .89 

1 


2 


3319 


2.3.7.79 


6 


3('^3 

1 


2*3.7-43 


2 


3919 


2.3-653 


3 


3323 


2 . 1 1 . 1 51 


2 


3617* 


2*.I13 


3 


3923 


2.37-53 


2 
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p 


p— 1 


9 


i> 


P— I 

1 


y 


P 


P— ^ 


1/ 


3929 


2*.49i 


3 


4259* 


2 . 2129 


2 


4603 


2.3.13-59 


2 


393^ 


2.3. 5. 131 


2 


4261* 


2^.3.5 -7 I 


2 


4621 


2».3.5.7.ii 


2 


3943* 


2.3*73 


3 


4271 


2.5.7.61 


7 


4637 


2*. 19.61 


2 


3947 


2.1973 


2 


4273 


2^.3.89 


5 


4639 


2.3.773 


3 


3967* 


2 .3 .661 


13 


4283 


2 . 2141 


2 


4643 


2. II . 21 1 


5 


3989* 


2^.997 


2 


428Q 


2^67 


3 


4649 


2^7.83 


3 


4001 


2^5• 


3 


4297 


2*.3.i79 


5 


4651* 


2.3-5*-3i 


3 


• 4003 


2.3.23.29 


2 


4327* 


2.3.7.103 


1 

3 


4657 


2*.3.97 


5 


4007* 


2. 2003 


5 


4337* 


2^.271 


3 


4663 


2.3*.7.37 


3 


4013 


2*.i7.59 


2 


4339* 


2.3'.24I 


10 


4673* 


2*. 73 


3 


4019* 


2.7».4i 


2 


4349* 


2*. 1087 


2 


4679 


2.2339 


II 


4021 


2'.3.5.67 


2 


4357 


2*.3*.ii' 


2 


4691* 


2.5.7.67 


2 


4027 


2.3. II .61 


3 


4363 


2.3.727 


2 


4703* 


2.2351 


5 


4049 


2\ll.23 


3 


4373 


2*. 1093 


2 


4721 


2*.5-59 


6 


4051* 


2.3*.5* 


10 


4391 


2.5 -439 


14 


4723 


2.3.787 


2 


4057* 


2'.3.i3* 


5 


4397 


2'.7.i57 


2 


4729 


2'.3.i97 


17 


4073* 


2».509 


3 


4409 


2*. 19. 29 


3 


4733 


2*.7.i3' 


5 


4079 


2.2039 


1 1 


442 1=^= 


2'.5-i3i7 


3 


4751 


2.5'- 19 


37 


4091* 


2.5-409 


2 


4423* 


2. 3. II. 67 


3 


4759 


2.3. 13.61 


3 


4093 


2'. 3.11.31 


2 


4441 


2'.3.5-37 


21 


4783* 


2.3.797 


6 


4099* 


2.3.683 


2 


4447* 


2.3'.i3.i9 


3 


4787 


2.2393 


2 


41 1 1 


2.3.5.137 


17 


4451* 


2.5'.89 


2 


4789 


2». 3'. 7. 19 


2 


4127* 


2. 2063 


5 


4457* 


2*.557 


3 


4793* 


2*. 599 


3 


4129 


2^.3.43 


13 


4463* 


2.23 97 


5 


4799 


2.2399 * 


7 


4133 


2*. 1033 


2 


4481 


2^.5.7 


3 


4801 


2'.3.5* 


7 


4139* 


2 . 2069 


2 


4483 


2.3^.83 


2 


4813 


2*.3.40i 


2 


4153* 


2'.3.i73 


5 


4493 


2*. II23 


2 


4817* 


2^.7.43 


3 


4157 


2'.i039 


2 


4507 


2.3.751 


2 


4831 


2.3.5.7.23 


3 


4159 


2.3^7.11 


3 


4513 


2'.3.47 


7 


4861 


2^3^5 


II 


4177* 


2*.3*-29 


5 


45n 


2*. I 129 


2 


4871 


2.5-487 


1 1 


4201 


2'. 3. 5*- 7 


1 1 


45^9 


2.3'.25i 


3 


4877 


2'.23.53 


2 


421 1* 


2.5.421 


6 


4523 


2.7 . 17 . 19 


5 


4889 


2'.i3.47 


3 


4217* 


2'.i7.3i 


3 


4547 


2.2273 


2 


4903 


2.3.19-43 


3 


4219'^ 


2.3-I9-37 


2 


4549 


2'.3.379 


6 


4909 


2'.3.409 


6 


4229* 


2*.7.i5i 


2 


4561 


2*.3.5.«9 


1 1 


4919 


2.2459 


«3 


4231 


2.3'.5-47 


3 


4567* 


2.3.761 


3 


4931* 


2.5.17.29 


6 


4241 


2*.5.53 


3 


4583* 


2.29.79 


5 


4933 


2*.3*. 137 


2 


4243 


2.3.7. loi 


2 


4591 


2.3'.5-i7 


II 

1 


4937* 


2*. 617 


3 


4253 


2*. 1063 


2 


4597 


2'.3.383 


5 


4943* 


2.7.353 


7 
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p 


P ^ 


9 


P 


V— I 


9 


P 


P— » 


? 


4951 

4957 
4967* 


2.3'-5*-^i 
2'. 3. .7. 59 
2. 13-191 


6 
2 

5 


4969 

4973 
4987 


2*.3'.23 

2*. 1 1 . 113 

2.3'.277 


1 1 
2 
2 


4993 
4999 


2'.3i3 
2.3.7'. 17 


5 
3 



Kleinste primitive Wurzeln einiger Primzahlen zwischen 

5000 und I 0000. 



p 


P I 


9 


P 


P ^ 


9 


P 


P — 1 


9 


5009 


2*.3i3 


3 


6269* 


2». 1567 


2 


7559 


2.3779 


13 


5087* 


2.2543 


5 


6317 


2'.i579 


2 


7577* 


2'.947 


3 


5099* 


2.2549 


2 


6353* 


2*.397 


3 


7607* 


2.3803 


5 


5189* 


2*. 1297 


2 


6389* 


2'.i597 


2 


7643 


2.3821 


2 


5273* 


2*.659 


3 


6473* 


2*. 809 


3 


7649 


2*. 239 


3 


5297* 


2*.33i 


3 


6569 


2*.82I 


3 


7703* 


2.3851 


5 


5309* 


2*.I327 


2 


6599 


2.3299 


13 


7727* 


2.3863 


5 


5387 


2.2693 


2 


6653 


2*.i663 


2 


7793* 


2^.487 


3 


5393* 


2*.337 


3 


6659* 


2.3329 


2 


7817* 


2V977 


3 


5399 


2 .2699 


7 


6719 


2.3359 


1 1 


7823* 


2.3911 


5 


5417* 


2«.677 


3 


6737* 


2*.42I 


3 


7937* 


2*.3i 


3 


5477 " 


2V37' 


2 


6779* 


2.3389 


2 


7949* 


2\i987 


2 


5483 


2.2741 


2 


6827 


2.3413 


2 


8039 


2.4019 


II 


5507 


2.2753 


2 


6857* 


2V857 


3 


8069* 


2*.20I7 


2 


5639 


2.2819 


7 


6899* 


2.3449 


2 


8117 


2*. 2029 


2 


5693 


2*. 1423 


2 


6977* 


2*. 109 


3 


8147 


2.4073 


2 


5717 


2*. 1429 


2 


6983* 


2.3491 


5 


8369 


2*523 


3 


5807* 


2.2903 


5 


7013 


2'.i753 


2 


8423* 


2.421 1 


5 


5813 


2'. 1453 


2 


7079 


2.3539 


7 


8543* 


2.4271 


5 


5879 


2.2939 


II 


7109* 


2'.i777 


2 


8573 


2'.2I43 


2 


5927* 


2.2963 


5 


7187 


2.3593 


2 


8609 


2^.269 


3 


5939* 


2.2969 


2 


7247* 


2.3623 


5 


8699* 


2.4349 


2 


6047* 


2.3023 


5 


7433* 


2'.929 


3 


8747 


2.4373 


2 


6089 


2».76i 


3 


7457* 


2*.233 


3 


8753* 


2*.547 


3 


61 13* 


2*.I9I 


3 


7517 


2'.i879 


a 


8783* 


2.4391 


5 


6173 


2'. 1543 


2 


7523 


2.3761 


2 


8819* 


2 .4409 


2 


6197 


2*. 1549 


2 


7529 


2'.94i 


3 


8837 


2'.47' 


2 
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p 


P I 


9 


P 


P l 


9 


P 


p- I 


9 


8963 


2.4481 


2 


9473* 


2'.37 


3 


9743* 


2.4871 


5 


9137* 


2*.57i 


3 


9497* 


2*.ii87 


3 


9749* 


2V2437 


2 


9173 


2'. 2293 


2 


9533 


2'.2383 


2 


9833* 


2'. 1229 


3 


9209 


2Vii5i 


3 


0539* 


2. 19.251 


2 


9839 


2.4919 


7 


9377* 


2*. 293 


3 


9587 


2.4793 


2 


9887* 


2.4943 


5 


9467 


• 2.4733 


2 


9623* 


2.17.283 


5 









BERIOHTIQUNQEN. 



Im ersten Theil dieser Tabelle (Band 17) sind folgende Fehler zu 
berichtigen: 

i) Die kleinste primitive Wurzel von 1013 ist 3, die von 2593 ist 7, 
die von 2999 ist 17. 

2) Das Zeichen * ist zu streichen bei 12 13, 1993, 2437, 2729, hin- 
zuzufiigen bei 2731, 2887. 



159 



SUR LA DEFORMATION DES SURFACES' 



PAR 



JULIUS WEINGARTEN. 



»Saepo stllnni vertas!» 

(HORACK.) 



Préface» 



Le probleme de la deformation des surfaces s'énonce comme il suit: 
E y Fy G étant des fonctions donnors des deux variables indépendantes 

u , v, trouver toutes les fonctions x j ij , z de u et de v qui satisfont iden- 

tiquement a Téquation 

c/rr' + dy'' + dz' = Edu' + 2Fdudv + Gdv\ 

0X1 les du et dv peuvent étre pris arbitrairernent. (Darboux, Lejons sur 
la théorie générdle des surfaces^ III™* partie, page 253.) 

Nous ajöuterons dans la suite la supposition que la quantité EG — F^ 
ne 8'annule pas pour toutes les valeurs des variables u ot \k Car, en 
faisant Thypothése contraire, la solution du probleme n'ofFre pas de diffi- 
cultés particuliéres. 

Le seul pas qu*on ait fait vers la solution de ce probleme general 
est qu^on a établi une équation aux dérivées partielles du second ordre 
fi laquelle satisfont sinmltanément les trois fonctions x j y , z cherchées. 

Cette équation est de la forme des équations étudiées par Ampere. 
Mais il n'existe pas d'éléments linéaires (les surfaces développables ex- 
ceptées) pour lesquels cette équation admette des intégrales intermédiaires 
du premier ordre, ou devienne intégrable par la méthode d' Ampere. 



* Ce Ménioiro est sans aucunc ahératiun celui qui a remporté le grand prix des scicnces 
mathématiques au concours proposé par 1 Acad(5,mic dos Sciences de Paris (année 1 894). 

Aeta maihematiea, 20. Imprini^ le 7 ninrn 18%. 
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De plus, cette équation ne se préte pas immédiatement ä la solution 
de la partie la plus intéressante du problérne, ä la solution de la question: 
trouver toutes les surfaces reelles applicables sur une surface reelle donnée. 

En efifet, possédant méme toutes les Solutions reelles de cette équa- 
tion, il faudra encore séparer celles qui conviennent de celles qui ne 
conviennent pas. 

Aussi n'a-t-on pas tiré le moindre parti de cette équation pour la 
découverte de toutes les surfaces adrnettant un element linéaire donné, quel 
que soit cet element linéaire. 

Cest pourquoi nous avons essayé de reprendre le problérne dans 
toute sa généralité, en suivant une voie nouvelle. Nous rattacherons la 
solution du probléme de la deformation des surfaces a une autre équa- 
tion aux dérivées partielles du second ordre, qui est aussi de la forme des 
équations d'AMPÉRE, mais qui admet moyennant certaines conditions des 
intégrales intermédiaires du premier ordre. Nous établirons ces conditions 
et donnerons toutes les équations«^n question, qui sont intégrables par la 
méthode de Monge et d' Ampere. 

Nous rechercherons d^autres cas, dans lesquels notre équation, que 
nous nommerons équation fondamentale, devient intégrable par la méthode 
de Laplacr ou se raméne a une équation connue intégrée par Liouville. 
Nous ferons voir que cette équation fondamentale doit étre regardée 
comme la source des découvertes de toutes les classes générales de sur- 
faces applicables Tune sur Tautre qu'on connait aujourd'hui. 

Quant au probléme des surfaces reelles applicables sur une surface 
reelle donnée, toutes les solutions reelles de Téquation fondamentale suffi- 
sent pour déterminer toutes les surfaces reelles applicables sur la surface 
reelle donnée. 

Nos efforts pour tirer de notre équation fondamentale une classe con- 
tenant toutes les surfaces qui admettent un element linéaire essentielle- 
ment nouveau, ont échoué jusqu'a ce moment. 
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I. 

En accordant une certaine préférence a la question: 

Trouver toutes les surfaces reelles applicables sur une surface 
reelle donnée, 

nous supposerons, du moins provisoireinent, que les variables indépen- 
dantes et cd, qui entrent dans Vélément donné de la surface considérée, 
sont des quantités reelles, et que les fonctions reelles E', F', G% dans la 
forme différentielle quadratique 



(a) ds' = E'dz' + iFdzdo) + &d(o 



3 



qui détennine cet element, restent continues et finies dans le domaine 
donné de ces variables, ainsi que la courbure totale, que nous désignerons 
par K en un point déterminé de la surface. Nous excluons le cas dans 
lequel K s'annule partout. La quantité E'G' — F'^ sera désignée par 
la lettre A'. 

Nous verrons bientöt que la restriction d'étre reelles, a laquelle nous 
avons soumis les variables js? et ö>, ne jouera de röle ni pour nos calculs, 
ni pour nos conclusions générales. Mais nous la maintiendrons pour le 
moment, parce qu^elle raccourcit Texplication et nous permet de mettre 
de cöté des discussions d'un intérét secondaire. 

Au lieu.de Tune des variables z et (o, par exemple au lieu de a>, 
nous ferons entrer une nou velie variable t définie par Téquation 



Of 



/ =fKyJ^'d(Oj 



Offl 



Vintégration se rapportant seulement a la variable ö>, et ö>^ étant une 
fonction arbitraire de la quantité z ou une constante. Cotte substitution 
jouera un röle dans nos calculs. Comme on en déduit 



dt 



Aeta mailiematiea. 20. Imprlm^ lo 27 féTrier 18%. 21 
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on peut tirer des deux équations précédentes les valeurs de cd et de day 
en fonction de z et ^, et de dz et dty et les substituer dans Téquation 
donnée pour ds^, 

Mais la détermination de d(o sera iinpossible pour toutes les valeurs 
de z et de w qui annulent Tune ou Tautre des quantités JCet A'. Nous 
bornerons donc nos recherches å un domaine des variables z ot Wy ou 
a une region de la surface, oii ne s^évanouit ni JC, ni A'. (Quant a la 
quantité A' il ne faut éviter en vérité que les points ou les lignes dans 
lesquelles les courbes z = const. touchent les courbes w = const.) En 
convenant que y/^ désigne la racine de méme signe que K au point 
considéré de la surface, tous les elements de Tintégrale t seront positifs 
ou négatifs, en méme temps que la difFérence o) — ö>^, et cette quantité 
t ne s'annulera qu'aux points de la surface pour lesquels on a: 

(O — Ö>Q = o. 

Mais O) Q étant une fonction arbitraire de z, on peut prendre pour le lieu 
des points (o — co^ = o une courbe arbitraire de notre surface. Cette 
courbe separera en general deux regions de cette surface. Pour Tune 
de ces regions la quantité w — Wq sera positive et negative pour Tautre. 
Nous poserons encore 

sa 

a étant une variable toujours positive, mais ^a sera toujours du signe de 
la quantité t. 

Toutes ces suppositions étant admises, on aura 

da dt 



et en tirant la valeur de dw de cette équation, et la substituant dans la 
formule (a), on trouvera 

ds^ = Edz^ + 2Fdzdff + Gd(7\ 
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E , F, G dcsignant les quantités suivantes: 






(?= « 



4ff'A''A' 



Nous supposons ces quantitcä exprimées en fonction de z et de 
t = -p, k Taide de Téquation donnée pour la quantité /. 

De ces équations on déduit la suivante: 



K\EG — F') = 



4<T' 

ou encorc, on posaiit EG — i<" = A : 

Mais, pour que cette derniére équation soit legitime, il faut déterininer 
la quantité ^/Ä ^^^ chaque point {0 , t) de la surface proposée de la iiia- 
iiiére suivante: 

Dans la region de la surface pour laquelle yja est une quantité po- 
sitive, yj~^ dénotera celle des deux racines de A qui est du méme signe 
que la courbure totale K au point {z , t). 

Dans la region des valeurs negatives de y/i, yj~^ est pris avec le 
signe contraire de K au méme point. La quantité yj~^ changera donc 
de signe en traversant la Ugne t = o. Donc, 

étant donné un element linéaire quelconque par lequation 

ds' = E'Jz' + 2F'(hda) + G'da}\ 

on peut toujours, ä Taide d'une quadrature, réduire cet element a une 
autre forme 

ds' == Edz' + 2Fdzd(j + Gda\ 
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pour laquelle les fonctions E^FyG des variables z ^t a satisfont a 
Téquation 



(O 






Gette réduction se fait d^une infinité de maniéres. Nous nomme- 
rons une telle forme: une forme réduite, et nous supposerons, dans la 
suite, que Télément linéaire de la surface donnée soit ramené ä une 
forme réduite. 



ik 
h 



de M. 



Nous nous servirons, dans ce raéinoire, des syraboles 

Christoffel, pour dénoter les six quantités, importantes dans la théorie 
des eurfaces, qui se composent des trois coefficients E y F , G d'un ele- 
ment linéaire et de leurs six dérivées preraiéres par rapport aux variables 
indépendantes qui déterminent la situation d'un point dans la surface 
donnée. Nous ne reproduirons pas ici les formules explicites pour ces 
quantités, que Ton rencontre déja dans le celebre mémoire de Gauss, et 
nous supposons connu le mémoire de M. Christoffel: Allgemeine Theorie 
der geodätischen Dreiecke, Abhandl ungen der Königlich Preussischen Aka- 
demie der Wissenschaften 1868. 

On y trouve la signification de ces syniboles, d'ailleurs bien connue, 
et une formule générale pour la courbure totale K en un point quel- 
conque d*une surface dont Télément linéaire est donné par Téquation 

ds^ = Edz"" + iFdzda + Gda\ 

Cette formule s*écrit avec nos notations dans la forme: 



^v'Ä=^ 



=1 n^^!^ 

9« I 1 I 6 



9<r 



m] 



et se réduit ä la formule connue de Gauss, en développant le calcul, 
rirrationnalité n^étant qu'apparente. 

En substituant la valeur de KyJ~^ donnée par Téquation (i), Téqua- 
tion précédente donnera: 



a 



22I v/a 1 _ 



a 

Va 



12 
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Il existe donc une fonction ip des variables ;8f et ^, ou si Ton veut, 
des variables j? et -^, définie par Téquation: 

yja 



t, c 



(2) 



f 




22 



iA 

G 



da + 



12 



G 




'•»*• 



Tintégrale étant prise le long d'une ligne joignant le point [z^ , tr^) de la 
surface au point {z , <t). Si cette ligne traverse la courbe pour laquelle 

-^ == ^ s'annule, le signe de la quantité y/X change, en conséquence 
de la definition donnée de cette quantité, et elle-méme s'annule aussi. 



Comme les quantités 



22 


et 


12 


I 




I 



tendent vers Tinfini si A sannule, on 



pourrait craindre que Télément de cette intégrale cessåt d'avoir un sens. 
Mais on se convaincra, par une discussion des formules explicit<3s relatives 
ä ces quantités, que les dérivées premiéres de la fonction f> restent finies 
au point d*intersection, et que Tintégration reste legitime quand on tra- 
verse la ligne < = o. 

On aurait pu éviter cette discussion facile, en introduisant seulement 
la variable t dans le calcul, et en observant qu*en vérité les quantités 
EjFyG ne sont pas connues sans ambiguité quand on se donne les. va- 
leurs correspondantes de z et de tr, inais qu'elles admettent des valeurs 
bien définies en chaque point de la surface, parceque pour un tel point 
les quantités z et y/a sont des quantités données. 

Mais nous conserverons la variable tr dans nos calculs, parce qu elle 
joue un r61e capital dans nos recherches. 

La fonction ^ de Téquation (2) satisfait aux équations: 



(2') 



dz 


12 

1 


v/A I 

^ sfa 


dip 


22 


v/A 


da 


I 






et admet en chaque point de la surface considérée des dérivées pre- 
miéres finies et continues. Comme elle contient les valeurs arbitraires 
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^Q et a^y on pourra mettre a la place de f> toute autre fonction ne 
différant de ^ que par une constante d*addition arbitraire. 

Nous ferons encore usage dans la suite de quatre fonctions nouvelles 
a y b , a et I3j qui sont définies au moyen de la fonction ^ par les équa- 
tions suivantes: 

a = y/'Esm{a) + j^), a = y/Gsinjr, 

(3) _ _ 

h = yjE cos (ö> + <p), (i = \/0 cos jr, 

dans lesquelles Tangle (o est choisi de fa9on a satisfaire aux relations: 



F 



C0Sö> = 



^lEy/G 



sina> = --^ 

sJ~EylG 



^~- > 



la quantité sj'K ^yant le méine signe que dans la formule donnée pour 
la fonction f. 

On tire de ces équations: 

(4) ap — ba = s//i, 

et réquation (i) se change en la suivante: 



(!') 



K[ap—hoL) = 



2yji 



La connaissance des huit dérivées premiéres de ces quatre fonctions 
a y b y a y fi, nous sera nécessaire. Elles se composeut des dérivées de la 
fonction ^, et des dérivées des quantités -E, F, G. Tirant les dérivées 
de ^ de la formule (2'), et exprimant les dérivées des quantités -B, Fy G 

au moyen des syniboles , I de Christoffel, on trouvera les équations, 

importantes dans la suite, 



da '' I 



(5) 



36 

dz 



T-'+ 



da 
dz 



^ ^4- 

v/. 

■ 7 + 



ay9 
dz 



11 

I 


a + 


1 1 
2 


II 

I 


& + 


1 1 
2 


12 
1 


a + 


12 
2 


12 

I 


h + 


12 
2 



a 



fi> 



a 



da 
dä 

db 
da 

da 
dä 



12 
I 


a + 


12 
2 


12 

I 


2 



a. 



/?' 



^^ S = 



22 
I 

22 
I 



a + 



b + 



22 



22 



a 



p, 
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auxquelles nous ajouterons les formules bien connues 



(50 



a log Va 



dz 



1 1 
I 



+ 



12 
2 



a log v A 



dff 



12 

I 



+ 



22 
2 



Des équations (5), on tire les deux équations, capitales dans notre 
théorie 



(6) 



da ^^ I ^ 



a/9 a6 

dz da 



a 



sia 



;r = O. 



Comme on a, en conséquence des équations (3), les trois autres: 

«» + i» = i;, 

(7) «« + fe/9 = F, 

en joignant ces équations aux équations (6): 



(6) 



da da , fi 

dz da^ ^^ 

d/3 dh a ___ 

dz da ^ff ' 



on aura cinq équations auxquelles les quatre quantités a , & , a et y9 sont 
soumises. Cette circonstance n'est due qua Texistence de Téquation (i), 
laquelle n^est autre chose que le resultat de Télimination des quatre quan- 
tités a , & , a , ^ entré les cinq équations. 

Remarquons encore que, quatre fonctions a , 6 , a , y9 vérifiant ces cinq 
équations étant connues, ces fonctions vérifieront nécessairement les équa- 
tions (5), ainsi que Téquation (i'). 

En effet, dérivant les équations (7) par rapport a 2f et a ^, on aura, 
en ajoutant les équations (6), huit équations pour déterminer les huit dé- 
rivées de ces quatre fonctions. En résolvant ces équations, on arrivera 
facilement aux équations (5). Mais pour que ces équations soient com- 
patibles, il faut que les quatre conditions d'intégrabilité qu^elles exigent, 
se trouvent vérifiées. En les formant on trouve qu'elles se réduisent 
a une seule: 



(!') 



2^a 



d'ou résulte notre proposition. 
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Si Ton embrasse a la fois les quantités rédles et imaginaires, les 
formules établies gardent leur généralité. 
L'équation (i) 

subsistera encore, en fixant convenablement les signes correspondants des 
deux racines y/^ et y/^, ainsi que les formules que nous venons de dé- 
velopper, a Texception d*un cas particulier. Ce cas, qiii ne se présente 
jamais quand on n*ernploie que des variables indépendantes reelles^ se pre- 
sentera si Tun ou Tautre des deux coefficients E y G, de Télément réduit, 
sévanouit pour toutes les valeurs des variables z et ^, supposées imagi- 
naires, ou si ces deux coefficients sannulent ensemble. 

Alors une détermination de quatre quantités a , 6 , a , y? vérifiant les 
équations (6) et (7), a l'aide des équations (3), sera illusoire. 

Nous terminerons ce chapitre préliminaire, en donnant, pour ce cas, 
les valeurs de ces quatre quantités. 

Si Ton suppose que £'=0 identiquement, on aura \/Ä = ^-^> ^* ^n 
choisissant convenablement la valeur correspondante de la racine yjay on 
aura, au lieu de Téquation (i), la suivante: 

Mais, si on a -E = o, la formule de Gauss nous donne presque immé- 
diatement 

""■ ä^ \ F 
et en substituant on trouve Téquation: 

a I a<T 2 a^ I sja 



dz ^ F f da 

Donc, il existera une fonction ^ définie par les deux équations 

dF_idG 

d(pi de 2 dz difi i 

{Vou on déduit f par une quadrature. 
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En prenant les valeurs suivantes: 



t 



b = — iFe-^, p = - {f* — Ge-"), 

on verifiera imraédiateraent les équations (6) et (7), ainsi que les équa- 
tions (5). 

Si Ton suppose (? == o, on aura de méme 

da ^ F ' 

et joignant cette équation a Vautre (i) 



on obtient la suivante 



2yja* 



da da 



On déterminera donc une fonction ^ a Taide des deux équations 



dF I dE 

d<pi dz 2da _. i 

déi 

-^ ^ O. 

da 

En prenant les valeurs suivantes: 

a = ^(e^** + Ee-^ a = Fe-"', 

ft = — ^ (e^ — Ee-% ^ = iFe-^\ 
on verifiera facilement les équations (6) et (7) ainsi que les équations (5). 

Ada mathematioa. 20. Imprlroé le 7 mars 189G. 22 
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F ne s'annulera jamais, en supposant J5=o ou G = o, parce que nous 
avons exclu formellement Thypothése EG — F^~o. 

Si E et G 8'évanouissent a la fois, on aura Tune ou Vautre des 
deux déterminations des quantités a , 6 , a , y9. 

Ainsi, quand on emploie la substitution 

(0 

pour une forme quelconque du carré de Télément linéaire donné 

rf.s» = E'dz'' + 2F'dzdw + G'do)\ 

* 

il prend la forme 

ds^ = Edz^ + 2Fdzda + Gda\ 

qui donne toujours naissance a quatre fonctions a , b , a , ^ bien dé- 
terrainées des variables z et a^ (ou de z et de — ), vérifiant les équations: 

a' + P = E, aa + b^^ F, a' + /i' = G, 

da da fi d^ dh a 

et en conséquence les équations (5). 

Done, la restriction adoptée, a savoir que les quantités z et a soient 
reelles, ne touche nulle part ni les calculs qui précédent ni les conclu- 
sions a en tirer. 



IL 

Nous supposons maintenant que le carré de Téléinent linéaire d'une 
surface, dont les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque sont 
désignées par f , ly , C> soit donné par la forme réduite 

rfc' + dyj' + dC' = Edz' + 2Fdzd(T + Gda', 

^ coDteDant une ooDstaDte arbitraire. 
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et que, de plus, les cosinus directeurs de la normale en ce point soient 
désignés par X", F', Z". Posons encore: 

dX"d^ + dY''d7] + dZ"dC= c^.dz^ + 2c,^dzda + c„rf^^ 

les eoeflficients c^ étant des fonctions connues des variables indépendantes 
z et yja^ qui déterminent la situation d'un point de la surface. 

Considérons le systéme suivant de neuf quantités X, Z, Z, X', P, Z' 
et Z", T", Z": 

.ac ,af af af 

ior 6— a a — 

^ dz da Y/ ^^ a« 

v/a \/A 

aiy a)7 aiy drj 

rdZ do T/-/ a<T dZ 
= -= , 1 = -=■ , 

Va v/a 



(8) 



/o^^ .aC aC ac 

^ dz da ^, da dz 



X" = 



Y" = 



dz da 9z da 

Va 

3C3f_3f3C 
9z 9<T dz da 



afaiy d7jd^ 

r^,f dz da dz da 

v/A 

^X étant la quantité a/9 — 6a. 

Ces neuf quantités sont évidemraent les coefficients d'une substitution 
orthogonale, ou si Ton aime mieux, les neuf cosinus directeurs des arétes 
d'un triédre rectangulaire, ayant son origine en un point P de notre surface. 

La considération de ce systéme n'est pas nouvelle. On le trouve, 
dans sa forme la plus générale, dans Fouvrage classique de M. Darboux 
(2® partie, page 377). Mais nous donnerons une serie de conséquences 
nouvelles de cette considération. 
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Kensemble des arétes des triédres doiinés par les neuf cosinus di- 
recteurs (8), se divise en trois congruences distinctes de droites, ayant 
leurs points de départ aux points P de la surface considérée. Les deux 
premiéres de ces congruences de droites, possédant respectivement les cosinus 
directeurs (X, F,Z) et (X, Y', Z') sont formées Tune par toutes les tangentes 
a un systénie de lignes eituées sur cette surface, Tautre par toutes les 
tangentes au systéme de trajectoires orthogonales aux lignes du premier 
systéme. La troisiéme congruence est celle des normales a la surface. 

On peut donc concevoir trois representations sphériques de notre 
surface, en regardant les quantités X , Y , Z ou les autres X', Y', Z ou 
enfin X", Y", Z" comme les coordonnées de Timage du point corres- 
pondant de la surface sur une sphére dont le rayon est Tunité. 

Ce sera notre but le plus prochain de montrer combien les deux re- 
presentations déterminées respectivement par les coordonnées (X , Y , Z) 
et (X', Y\ Z'), sont liées intimement ä la deformation de cette surface. 

Cette liaison s^exprirae par les théorémes suivants: 

Supposant données les coordonnées X, y, Z de Timage du point 
P de la surface en fonction des deux variables indépendantes nou- 
velles tt et t;, les anciennes variables z ^t a seront les fonctions de 
tt et de v, qu'il 8'agit de déterminer. Soit le carré de Télément 
linéaire de cette representation 

g = rfX' + dY'' + rfZ' = a^jrfw' + 2e^^dudv + e^^dv\ 

les c^ étant des fonctions connues de w et de i;, je dis que la fonc- 
tion a ne sera autre chose que le premier paramétre différentiel 
de la fonction z par rapport a la forme différentielle quadratique 
6, c'est a dire 



(dz y dzdz /dz \ ' 

a = A{z) = 



6||629 t Ii 



Quant a la fonction z elle-méme, elle se déterminera par une équa- 
tion aux dérivées partielles du second ordre, qui exprime Tévanouisse- 
ment d'un invariant différentiel par rapport ä la forme 6, et se 
compose de simples paramétres différentiels. 

Cette équation étant intégrée, Tensemble des surfaces applicablee 
sur la surface donnée se déterminera par des quadratures. 
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Pour dérnontrer ces propositions, il ne nous reste qu'a calculer la 
forme @ au inoyen des variables indépendantes z et a^ et ä former les 
invariants en question. Les valeurs trouvées demeureront les méines 
pour les mémes fonctions et le niéme point de la sphére X^4-y^+Z' = i, 
quel que soit le systéme des variables indépendantes dont on fait usage. 

Nous calculons les dérivées des coordonnées X, F, Z a Taide des 
équations (5) du chapitre précédent et en faisunt usage des équations 



dzda 
da' 



1 1 
l 

12 
I 

22 
I 



dz ' 



dz 



+ 



1 1 

2 

12 
2 

22 






a^r ' I 2 



da 



Va ''"^ ' 



et de leurs analogues qui se trouvent presque sous la rnéme forine dans 
le méinoire de Gauss. 

Ayant efFectué le calcul, on arrivera aux équations qui suivent: 



dz 



= X'R — X"Q, 



dX . 



■da 



= X'R, —X"Q,, 



(9) 



9<r 



= X"P— XR, 






dX" 
dz 



= XQ — XP, 



dX" 

~dä~ 



^XQ, —X'P, 



les quantités PyQjR et Pj , Q^f R^ étant données par les formules suivantes: 



Va 

VA 



VÄ 



R = — 



i 



/ 

V<7 



= J 



iij = O. 



Les conditions d'intégrabilité des équations (9), conditions bien connues, 
prendront la fonne: 
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dP 
da 


3P. Q. 

9z y/a' 




dQ 
da 


9Q, P, 

3« V/^' 






7^= PQ.- 


QP^- ' 



Des équations (9), nous tirons la forme cherchée G du carré de Télé- 
inent linéaire de la representation sphérique: 

g = dX' + dY' + dZ' = {1+ Q^)d^' + 2QQ,dzd(T + Q]da\ 

et 81 nous formons le paramétre diflférentiel A{z) par rapport ä cette 
forme, nous aurons ä Finstant 

(11) A{z) = (Tj 

équation par laquelle la premiére de nos propositions se trouve dé- 
montrée. 

Formons encore le paramétre mixte des deux fonctions z et X, ce 

paramétre est donné évidemment par la formule 

A Taide des équations (9), on trouve 

Ainsi on aura: 

Yf A{z,X) 

y/a 

(12) r = — ^, 

sia 

les deux derniéres équations se démontrant comme la premiére. 



* Edz* + iFdzda + Gda* dtaot une formc réduite, 

(P' + Q')dz' + 2(PP, + QQ,)dzda + (Pf + i4X)da\ 
c est ä di re dX"^ + dY""^ + dZ"^ le sera aussi. 
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Des équations (8), on tire aussitöt les auivantes 

?^ = aX + bX\ 
dz ^ ' 

?i = aX+y9X' 

da ' 

et quatre autres analogues, se rapportant aux quantités tj et C- Sub- 
stituant les valeurs des quantités X', Y% Z' que nous venons de trouver, 
on est conduit aux trois équations 

en utilisant Téquation tr = A(;2f). 

Si Ton se souvient que les quatre quantités «,6,a,y9 sont des fone- 
tions connues des variables ^ et ^r = A(;?), on remarquera bien que les 
formules importantes (13) donnent les valeurs des différentielles d^ ^dyj , dC 
des coordonnées f , 17 , C d'un point quelconque de la surface donnée sous 
une forme invariante, c'est a dire que les valeurs de ces diflférentielles 
restent les mémes, quelles que soient les variables indépendantes u et v 
dont on a fait usage. 

Ces différentielles étant des fonctions linéaires et homogénes des 
différentielles du et dvy il semble que les équations (13) exigent Texistence 
de trois conditions d'intégrabilité. Mais nous verrons tout de suite que 
ces trois conditions se réduisent a une seule. 

L*équation qui exprime cette seule condition, équation aux dérivées 
partielies a laquelle la fonction z sera assujettie, nous Tappellerons notre 
équation fondamentale. 

Pour établir cette équation nous éviterons la voie directe un peu 
compliquée et nous procéderons conime il suit. 



I 
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En posant, pour abréger Técriture 



_ a'z /\l\dZ /ll\dZ 

/i2\dz /i2\dz 

\ 1 /du \ 2 / äv' 



z — 

* ^ dudV 



d'z /22\ ae /22\ dz 

^«'^ "" 3? ~ \ I j ä^ ~ \ 2 / ä^ 

les crochets ( , j dénotant les syinboles de M. Christoffel qui se rapportent 
a la forme e^^du^ + 2e^^dudV'^e^^dv^y syraboles distincts des crochets 



ik 
h 



appartenant a la forme Edz^ + iFdzda + Gda^^ nous calculerons les trois 
parainétres diflFérentiels du second ordre qui suivent: 



A,(^) = 



» 



^U^M ^It 



/a« y dz dz /dz \ * 



2 



<?(.) = 



T ' 

^11 ^W ^15 



dont le premier et le dernier coTtncident avec le paramétre second de 
M. Beltrami et avec Tinvariant — a{z) de M. Darboux. 

Faisant usage des variables indépendantes z et <t, la forme 



sera représentée par Téquation suivante: 

rfX' + rfr' + dZ^ = C + Q^y^' + 2QQ^dzda + öfrf^^ 

En se servant des formules explicites des symboles f ) appartenant 
ä cette forme, ainsi que des équations (lo), on trouvera facilement 
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(14) (7) = - Q.PsT-^ 

Corame on a pour les raémes variables indépendantes 

^u = - (V)' ^- = - (?)' ^» = - (?) 

on saisit sans peine la validité des déterminations: 

trA,{z) - J{z) = - 



(15) Ji') = 



Formons maintenant la condition d'intégrabilité de Téquation: 

dS = {aX + bX')dz + (aX + pX')da 

en faisant usage des équations (9). Gette condition 

djaX + bX') _ d(aX + /9Z') 
da dz 

se changera en: 

° = <-S-i) +^fé-f.+f) + X"(-.«. + 6P, + .«-W. 

Corame les quantités qui multiplient les cosinus X et X' s'évanouissent 
en conséquence des équations (6), il ne restera que Téquation: 

o = X"(— aQ, + hP^ +aQ — bP). 

Les deux conditions analogues conduisent a deux équations corres- 

Aeta mathematioa. 20. Iropriroé lo 7 mars 18%. 28 



I Q 


^^' Q, 


S/'ffP 

2 q: 
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pondantes, et on voit que les trois conditions d'intégrabilité mentionnées 
n'exigent que Téquation unique: 

(i 6) —aQ,+ hP^ + aQ~pP = o. 

Gette équation, sans doute, se trouvera satisfaite par les valeurs données 
déja des quantités P , Q , P^ ^ Q^. Mais il slagit de faire entrer les va- 
riables indépendantes u et v dans cette équation. Divisant par Q^ (qui 

ne s'annule pas), et portant les valeurs des quotients 7=r j tt i tt tirées des 

v, ^i ^1 

équations (15) dans Téquation trouvée, on aura V équation fondamentale 
sous sa forme invarianter 

(17) aa+ 2a(T^,{z) —^-^^^-J[z) — 2[iyjad[z) = o, 

a désignant A (;?) et a , b y a y /i les fonctions de ^? et ö- déterminées aupara- 
vant, ou on a rernplacé la variable a par A(^). 

Chaque fonction z des variables u et v satisfaisant a Téquation 
(17), rendra intégrables les différentielles d^ , drj , dC des équations géné- 
rales (13). 

On peut donc énoncer le théoréme suivant: 

Etant données trois fonctions S , rj , C des deux variables in- 
dépendantes z et a qui vérifient Téquation 



dS' + dri^ + dC = Edz' + 2Fdzd(T + Gda\ 

dans laquelle E ^F ^O represen tent les coeflficients d'une forme réduitej 
si Ton con9oit les trois fonctions XfY,Z définies par les formules 
(8), comme des fonctions données de deux nouvelles variables indé- 
pendantes u et Vf vérifiant Téquation 

dX^ + dY^ + dZ^ = e,,du^ + 2e^^dudv + e^^dv\ 

la fonction z considérée comine une fonction des variables u et v 
sera une intégrale de Téquation (17) aux dérivées partielies du seeond 
ordre, (a étant A (;?)): 

aa + 2aa£^,{z) — ^-±^^J{z) — 2fiy/ad{z) = o. 




Sur la deformation des surfaces. 179 

Mais vice versa on aura.encore ce second théoréme: 

Etant données trois fonctions X , Y , Z des deux variables u et 
v, vérifiant les équations 

dX' + dY' + dZ' = e^.du^ + 2e^^dudv + e^^dv\ 

X^ + Y' + Z' = 1, 

si Ton connait une intégrale z de Téquatioii aux dérivées partielles 
du second ord re: 

aa + 2aaA,{z) — i+-^^ J(^) _ 2p^ad{z) = o, 
les trois différentielles d$ , drj ^ dC 

dC= (aZ -b^^)dz + (aZ- p^^J^)^^^ 

seront les différentielles exactes de trois fonctions f , ly , C des va- 
riables u et v, (ou des variables z et a) vérifiant Téquation 

rfc' + dyj' + dC = Edz' + 2Fdzd(r + Gda\ 

dans laquelle E , F , G désignent les coefficients d'une forme réduite 
donnée, a , ft , a , ^ désignant les quatre fonctions aussi données ap- 
partenant a cette forme. 

En combinant ces deux théorémes généraux, on en conclura facilement: 

Toutes les intégrales reelles de Véquation fondamentaley formée 
pour une surface reelle donnée, étant connues, toutes les surfaces re- 
elles, applicables sur cette surface, s'en déduisent par des quadratures. 

Toutes nos propositions sont donc démontrées. 

Il sera souvent préférable de donner a notre second théoréme une 
lutre forme, ou n'interviennent pas les trois quantités E, Fy G. La voici: 
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Etant données trois fonctions X, Y ^ Z des deux variables u,t;, vé- 
rifiant les équations: 

X^ + 7^ + Z^ = I, 
dX^ + dY^ + dZ^ = e^^du^ + le^^dudv + e„rft;' 

et quatre autres fonctions a^hjOLyP des deux variables z ^t a^ liées par 

les deux relations: 

da ' aa , ä 

3« ^c Ja 
(6) 

rintégrale générale de Téquation aux dérivées partielles du second ordre 

aa + 2aaA,{z) —t±^^J{z) — 2pfa0{z) = o, 

yja 

a signifiant le pararaétre différentiel A(£f), rendra dififérentielles totales 
exactes les expressions: 

etc, et donnera donc par des quadratures toutes les surfaces dont l'élément 
linéaire ds* comporte la forme: 

ds^ = (a» + b*)dz'' + 2(oa + bff)dsda + («» + /^y^r'. 



III. 

Etudions encore la seconde representation de la surface donnée obtenue 
a Taide des cosinus -X', Z', Z' au lieu de X , F , Z. 

En répétant les calculs que nous venons de développer, on con9oit 
aussitöt, qu il ne s agit que d'un changement des lettres a , i , a , y9. 

Pour avoir les équations appartenant a cette representation, il faut 
remplacer le? lettres a , ä , a , ^ par les lettres 6, — a , y9, — «. 
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Ce changement n'apporte aucune modification dans les équations (5) 
et (6) du chapitre I. 

Supposons maintenant les quantités X\ Y\ Z' données en fonction 
des deux nouvelles variables indépendantes u' et t;', on aura pour Télé- 
ment linéaire de cette seconde representation Téquation: 

& = rfX'' + dY'^ + dZ'^ = e{,du'^ + 2eUdu'dv' + e'^^dv'\ 

Véquation fondamentale a laquelle satisfera la fonction z des va- 
riables u\ v' prendra la forme 

(17') Va' + 2^a'A;(^) + ^ - y n/^ j^(^) + 2a'^ä'd\z) = o, 

^' = ^= AV), 

les accents indiquant qu'il s'agit des variables u' et v', et que les in- 
variants se rapportent a la forme e\xdu'^ + 2e[^du'dv' + e^^dv'^. 
Au lieu des équations (12) obtenues précéderament 

(12) A = = , I = :=z , Z = = 

^ ^ \/A(z) v/A(*) VAW 

qui ne donnent que deux équations indépendantes, on trouverait les trois autres 

(12) -Ä = -==: , I = -=: , Zr = ;;= > 

^ ^ v'A'W \/a;W v/A'(«) 

aussi équivalentes ä deux équations indépendantes. 

En concevant toujours les quantités Xy Y, Z comme des fonctions 
données des variables u et v, les quantités X', Y\ Z' comme données par 
les variables u' et v\ les équations (12) et (12') entrainent quatre équa- 
tions indépendantes liant les huit valeurs u ^ v y — , — et w', t;', — > , —' • 

du dv du dv 

Si la fonction z est considérée comme une fonction connue des va- 
riables w et v, on peut tirer de ces quatre équations, non seulement 

les variables u\ v' en fonction des u ,v, mais aussi les dérivées — , , — ; 

' ' du ^ dv 

en fonction des mémes variables. ^ 

On peut donc regarder ces quatre équations comme définissant une 
transformation de Téquation fondamentale (17) dans Tautre (17'), et aussi 
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Tune de ces deux équations comine la transforrnée de Tautre a Taide des 
équations (12) et (12'). 

On aurait trouvé directement Téquation (17') en rempla9ant la fonc- 

tion (p du premier chapitre par la fonction j^ + - ;r. Choisissant une con- 

stante arbitraire au lieu de -;r, Téquation fondamentale (17) prendrait 

une forme un peu plus générale que celle de Téquation (17'). Mais 
cette nouvelle équation elle-méme n'est qu'une transforrnée de Téquation 
(17), au moyen d'un systéme d'équations analogue au systéine des équa- 
tions (12) et (12'), quon forme sans peine, 

Nous n'insistcrons pas ici sur ces transformations, utiles dans certaines 
recherches géométriques, en nous contentant des remarques suivantes: 

Les équations (17) et (17'), Tune étant la transforrnée de Tautre a 
Taide des équations (12) et (12'), admettent a la fois des intégrales inter- 
médiaires du premier ordre, ou aucune des deux équations n'en admet. 
En effet, si Téquation (17) est une conséquence immédiate d' une équation 
de la forme 



jTw.t;, — ,— ,^= const. 

\ du dV I 



réquation (17') sera la conséquence immédiate de Téquation 



V\u\ v\ — 1 . —. .z\ = const. 
\ au ai? / 



tirée de la précédente, en y substituant les valeurs des w , i; , — , — dé- 

duites des équations (12) et (12'). 

Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour Texistence d'une 
intégrale intermédiaire du premier ordre de Téquation (17), coYncident 
avec les conditions pour Texistence d'une telle intégrale de Téquation 
(17'), et vice versa. 
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IV. 

Portant les valeurs des invariants ^^{z) , J{z) et ö(^), données au- 
paravant, dans Téquation (17), cette équation prendra la forme des équa- 
tions aux dérivées partielles du second ordre étudiées par Ampere. 

Nous supposons, sans altérer la généralité, que la quantité ^ ne 
s'évanouit pas identiquement. Car ^ s'évanouissant, on peut étudier 
Téquation correspondante (17') dans laquelle — a prend la place de ^, 
Mais a ne s'annule pas en inérne temps que p, autrement la quantité 
EG — F^ = {a^ — bay sannulerait. Donc, le facteur de Tinvariant d{z) 
pour Tune des deux équations fondamentales (17) ou (17') ne s'annule pas. 

Soit Téquation (17) cette équation. 

Multipliant Téquation (17) par 



^ll^M ^14 



apres avoir substitué les valeurs des invariants ^^{z) , J{is) et 0{z)y on 
voit facileinent qu^on peut mettre Téquation trouvée sous la forine 

(A) [z, , - Ae„ _^(|y][,,, _ Ae„ -p(^^y\ - [^., - Ae., -p'^'£\^ 

, JaCab — aä) 
kjp,e désignant les quantités 



a .- 



(B) ^ _ b + 2ay/ff 

P 2^a ' 

L'équation (A) est identique a notre équation fondamentale (17), mais 
sa forme se préte mieux a des recherches ultérieures. Pour ne pas 
fatiguer, nous inentionnerons seuleinent le fait que les équations diffé- 
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rentielles des caractéristiqaes de cette équation aux dérivées partielles, 
colncident avec les équations différentielles des lignes asymptotiques de' la 
surface donnée. La belle remarque de M. Darboux subsiste donc pour 
nos équations. On démontre facilement cette proposition en utilisant 
rinvariance de Téquation (A) et Tinvariance des forrnes quadratiques qui 
s^annulent pour les caractéristiques. 

L'équation (A) se simplifie beaucoup en employant au lieu des deux 
variables indépendantes u , v quelconques, les deux variables re et y , 
bien souvent utilisées, qui donnent au carré de Télément de la sphére 
X^ + Y' + Z^ = I, la forme: 



dX^ + dY^ + dZ^ = 



Pour ces variables on aura: 



I + ajy ' i I + aji/ ' l + xy ' 



n=^+TT^^' 



et de plus 

xy 
2X 

I + xy 






en se servant des notations de Monge pour les premiéres et les secondes 
dérivées de la fonction z^ on aura encore 

0-= A(^) = (i + xyYpq. 
Portant ces valeurs dans Téquation (A), elle 8*écrit 

4 ah—^a- 

i?— Vö" = O. 



(I + xy)' 2/?^ 
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Si Ton pose, pour abréger, 

cette équation prendra Tautre forme 

Å+ Wi \ / Å — Wi \ 

Finalement, adoptant les notations: 

T = pa+ 2(k+ Wi), 
(D) 

T.=pa+ 2{X— Wi) 
on obtient notre équation fandamentale sous la forme suivante: 



,_Ij,,Us-^m)-o. 



qui sera la base des recherches du chapitre prochain. 
Nous nous posons la question: 

quelles sont les conditions, nécessaires et suffisantes, pour que cette 
équation (A') devienne intégrable par la méthode d' Ampere, c'est ä dire 
qu'elle admette deux intégrales intermédiaires générales du premier 
ord re? 

Cette question étant posée, nous allons en donner la solution conipléte. 



v. 

Ne voulant pas entrer dans les détails de la théoric des caractéri- 
stiques, donnée par Monge et Ampere, nous mettrons en tete de nos 
développements la proposition suivante: 

Aoia mathematiea. 20. Tmprinié le 7 mars 189C. 24 
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Etant donnée une équation aux dérivées partielies du second 
ordre de la forme suivante: 

les lettres A^ désignant des fonctions données des cinq variables x^y^z^ 
p^Qj et s'il existe une fonction ^ de ces variables, satisfaisant a la 
fois aux deux équati ns linéaires suivantes: 

I a 1 

dy ^^Sz +^»'31, + ^"dq "^ 

ou aux deux autres: 

(b) 

la fonction ^ égalée a une constante arbitraire, donnera une intégrale du 
premier ordre de cette équation aux dérivées partielles du second ordre. 

' En efiFet de Téquation j? — C = o on tire en dérivant: 

dx ^ ^dz * dp * dq ' 

dy ^ ^dz ^ 5p 3? 

En retranchant les équations (a) de ces derniéres on aura: 

|{'-A,)+äf(»-^,.) = o, 
|('-A,)+g«-A.) = o. 

et comme — et — ne s'annulent pas identiqueraent ensemble, Téquation 

aux dérivées partielies du second ordre 

(P) (r - Ä,,){t - AJ -{s- A,,){s - J„) = o. 

sera une conséquence immédiate des équations* (a). 
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On trouverait le méme resultat en supposant satisfaites les équations 
(b) par la fonetion ip. 

La recherche des conditions sous lesquelles 1 equation (P) admet des 
intégrales intermédiaires premiéres se réduit done ä la recherche des con- 
ditions sous lesquelles les deux équations (a) ou les deux autres (b), ad- 
mettent des Solutions communes. 

Comme il ne s'agit ici que de notre equation (A'), qui a la forrae 
en question, nous écrivons les deux systémes d'équations (a) et (b), se 
rapportant ä cette equation (A'), en les désignant par (a') et (b'). 

On a 



M 






et 



(b-) 






Je dis que Texistence d'une fonetion f>(ic , y , ^ ,i> , ?) satisfaisant a la 
fois aux deux équations (a'), améne nécessairement Texistence d'une autre 
fonetion f^#(yC,y , -s?,/), j) satisfaisant aux deux équations (b'). 

En effet, les équations (a') étant vérifiées identiquement par la fonc- 
tit)n (p^ il sera indifférent de quelles lettres on désigne les cinq variables 
qui entrent dans cette equation. En permutant donc les lettres |? et g 
et les lettres re et y, laissant ;? a sa place, et désignant encore par ^^ 
la fonetion déduite de <p par cette permutation, les équations (a') restent 
vérifiées. Mais comiue nous n'avons pas changé ni la variable z ni la 
variable ö* = (i + a;y)'^ par cette permutation, les fonctions p ^ x ^ Xi^^ 
qiii ne dépendent que de z et a^ resteront les mémes, et on sera conduit 
au systéme (b') formé par rapport a la fonetion jc>#. 

Ainsi si Téquation (A') admet une intégrale du premier ordre 
^ = ^(a;,y, ^, 2^, j), elle admettra aussi Tintégrale f^# = V(y , a;, ;?, g,jp). 
Le cas tp -=. tp^ ne peut pas se presenter, sans que r = r# ou TT = o. 
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Mais ayant égard ä Téquation (C) du chapitre IV on reconnait que lliy- 
pothéde TF = o est exclue de nos recherehes. 

Il ne nou8 reste plus qu'ä étudier les conditions sous lesquelles le 
systéme (a) adinet des fonctions ip vérifiant a la fois les deux équations 
de ce systéme. 

Dans ce but, nous formons^ en suivant les méthodes de Bour et 
Jacobi, Téquation: 

t((e(f)) — e(«(j^)) = o, 

équation linéaire et homogéne par rapport aux dérivées de la fonction jr. 

Nous jugeons superflu d'écrire ici le calcul fatigant et prolixe, et 
nous nous bomerons ä donner des indications rapides. 

Les quantités P et Q étant définies par les équations sui vantes: 




P = 



on arrive a l'équation: 

(B) m(^))-m(9^)) = ^w'^-{Q + P^f^p-{Q-Pi)l^-q = o. 

Utilisant pour les dérivations qui figurent dans les expressions des quan- 
tités P et Q, la formule (C) (chapitre IV) 

et les équations (5) (chapitre I) on trouvera aussi: 

, Ja 

d log - _^ 
P= w' ^, 

(18) ^ '' 

3 log -^ a log 



Q = --W\ \ ^ -1^^ 

2 I ^ a<j az 
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Etudions en premier lieu le cas dans lequel Téquation 

?i(g(j^)) — e(?i(j^)) = o 

se trouve vérifiée^identiquement, c' est å dire par une fonction (p quelconque. 
Les équations ?l(^) = o, 6(^) = o seront des équations Jacobiennes. 

Comme W ne sévanouit pas, Téquation (B) ne sera satisfaite pour 
une fonction quelconque que sous les conditions: 

(19) ^-^ = 0, '^=2l, 

l désignant une constante arbitraire, mais différente de zéro. 

La premiére de ces équations exige que les fonctions TF , /> , r , r* 
ne contiennent pas la variable z. 

Il faut donc que les quotients ^ > j dont dépendent ces fonctions, 

p p p 

ne contiennent pas la variable z. 

Mais sous cette supposition les équations (6)|(chapitre I) exigent pour 
les quantités a , & , a , y9 les formes suivantes : 



jni 



les a', b\ a', fi* désignant des fonctions de la seule variable a, n étant une 
constante arbitraire. 

La seconde de ces équations exige que n soit égale a zéro. 

Les fonctions a , 6 , a , /9 étant maintenant des fonctions de la seule 
variable ö", les équations (6) donnent les relations: 

da y9 db a 

desquelles on tire 

11 f a » + fe ^) = ^^"^^ = v(Ä _ I aB 

ou, en ayant égard a nos équations (19) 

dE _ I 

m désignant une constante arbitraire nouvelie. 
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Le carré de Télément linéaire de la surface correspondant ä ces 
valeurs de a , & , a et ^ sera donc : 

ds^ = Edz^ + 2Fdzd(T + Gda^ = eUz + f ^ö-Vh- ^^~^' da^ 

a — m , 2 . I ada^ 



dr + -^, 



4I (T — m 
si on a pose 

fj.r = fl.9. -U 

E 



dr = dz + r=,d(T = dz + f{a)da. 



Introduisant une nouvelle variable t par la substitution 



(T — fn> .2 



on trouve pour rélément linéaire ds la forme finale: 
(20) ds^ = t^dr^ + (tt* + fn)dt\ 

Ainsi les équations 9l(^) = o, 6(fp) = o ne seront des équations 
Jacobiennes, que pour une surface admettant Télément linéaire donné 
par réquation (20). Dans ce cas, ces équations posséderont deux intégrales 
communes ^ et ^' et les équations 3l'(^) = o et @'(^) = o admettront 
les intégrales ^^, et ^'^y et on formera sans peine Tintégrale générale de 
réquation fondamentale (A'), 

Etudions le second cas, qui se presentera si Téquation 

3i(e(j^)) — e(2i(f)) 

n'est pas vérifiée par une fonction ^ quelconque. 

L'équation (B) divisée par — 2 TF prendra la forme: 

3y Q + Pi df> Q — Pi d<p __ 

dz "^ 2W dp^'^ 2W dq^^^ 

ou la forme équivalente 

(^■) -ä?+(«+«o:f?+(B-«)^s-o 
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Il ne vaut pas la peine d'écrire ici ces calculs plus fatigants que 
difRciles et qui peuvent étre abrégés par des artifices faciles. 
On arrive d'abord å cette forme des équations cherchées: 

ry^^ Txr^S ÅR WS dÅ 

o 4i«3--4^3--2--2— -2-=0, 

T,dW bdS ^^ WR , SÅ 2dW . dS 

^ ^ da fida (7 ' (T (T dz ^ dz ' 

h b 

v ^^y9 , bdR , ^, , Rb WS ^ i^fi dR 

3) 2i?-~- + 2- h 2-R + -TT — 2 ^ 2 — = O, 

^^ da ^ fida ^ ' öjS a ^ adz dz ' 

j>^^ w^^ . i>o 'Sfe H^E 2aTr 

4) 4i2^-4^^ + ^^^-^-2 — --17=^' 

Å, W , R y S étant données par les équations (B), (C) du chapitre IV et 
les équations (22). 

Si lon ne se rebute pas de la complication apparente de ces équa- 
tions, au moment ou le calcul exige violemment son droit, en substituant 
les valeurs et utilisant toujours les équations (5) * (chapitre I), on niettrra 
les équations i), 2), 3), 4) sous Tautre forme: 

</> = log K, 

les ^^ signifiant les abréviations adoptées au chapitre II page 176. 
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Ainsi nos quatre conditions se réduisent aiix trois suivantes: 



^'..-i(:i)'+4*^*'=°. 



8 



/K\ * 
ou encore, si on introduit la variable Ä= f-j , e étant une constante, 

on trouve les équations bien simples, écrites sans abréviations: 





1 1 

I 


dz 


II 

2 





w 



dzda 



dfj' 



12 
I 

22 
I 



a* 
dz 

dz 



12 
2 



3£« 'E=o, 



3S* ' F = Oj 



a<T 



# 



22 a* n-^ rr 

3ei9 ^ ö 

2 a<7 "^ 



= o. 



= (!)* 



De ces trois équations la premiére est, en general, une conséquence des 
deux autres, ou la derniére une conséquence des deux premiéres. (Dé- 
rivant, par exemple la premiére par rapport a la variable ö", la seconde 
par rapport a ;?, et retranchant, on trouvera la derniére, excepté dans le 

I 2 

cas singulier = o.) 

Ainsi nos conditions cherchées se réduisent en vérité a deux, 
Les équations (fl) sont évidemment invariantes pour une substitution 
qui change la forme quadratique 



dans Tautre 



Edz" ^ 2Fdzd(T+ Gda 



&dp^ + 2mpdq + Qdq\ 



p et q désignant deux variables nou velies. Donc les équations (fl) ne 

Ada mathematica. 20. Iinprim^ lo 9 mar» IftOG. 25 



\ 
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perdent pas leur validité, quand on suppose l'éléinent de la surface doiiriée 
connu 80US une foririe quelconque, au iieu de partir de la forme pri- 
mitive réduite. 

En utilisant cette propriété, on verra sans peine que les équations 
(f9) exigent que Télérnent linéaire de la surface donnée soit Télément 
d'une surface de revolution. En effet, prenant au Iieu de i'une des va- 

riables p et q la quantité j9 =(-] ou une fonction convenable de cette 

quantité, et pour Tautre le parainétre des lignes coupant orthogonalement 
les lignes tf = const., on trouvera F=o et pour E et G des fonc- 
tions de la seule quantité tf. 

En eflfectuant le calcul indiqué, on verra que le carré de Télément 
linéaire d'une surface assujettie aux équations {S) sera de la forme: 

E(l2' + 2Fdzd(T + Gda' = t'dr' + [W + m)dt\, 

I et m désigant deux constantes arbitraires, {I diflférente de zéro). On 
prouvera aussi facilement que cette forme est la seule compatible avec 
les équations invariantes (#). 

Cette forme est la méme que celle que nous avons rencontrée au- 
paravant. 

Ainsi Véquation fondamentale (17) n'admet deux intégrales inter- 

médiaires générales du premier ordre que dans le cas ou le carré 

de Télément linéaire de la surface proposée peut étre transformée 

dans la forme: 

ds"" = t^dr"" + {W + m)dt\ 

et vice versa: 

Toutes les surfaces admettant le carré de Télément linéaire: 

ds' = ^Vr' + (//' + m)dt'' 

conduisent a une équation fondamentale (17) intégrable par la méthode 

d'AMPERE. 

A Taide des équations invariantes (ö), on reconnait aussitöt si Télé- 
ment linéaire d'une surface donnée se transformera dans la forme en 
question ou non. 
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Les fonctions a , ^ , a , /9 de z et de ö- de to ute équation fondamentale 
intégrahle par la méthode (V Ampere seront donc tirées d'une forme réduite 
quelconque Edz'^ + ^Fdzda + Odtr^^ déduite de la forme t'^dr^ + {It^ + in)dt^ 
par un changement quelconque des variables. 

Il suffira d'avoir intégré une seule de ces équations fondamentales, qui 
foruieut un groupe infini, pour trouver toutes les surfaces admettant pour 
le carré de Télement linéaire la forme /Vr^ + Q^^ + we)t/^^ et on choisira 
une des plus simples pour cette integration. LMntégration effectuée, on 
connaitru, en conséquence des théorémes donnés auparavant, les intégrales 
générales de chaque équation appartenant a ce groupe infini. 

Mais nous ne donnerons pas ici un tel exemple, qui n'exige qu'un 
calcul facile, parce que toutes les surfaces qui admettent Télément linéaire 
en question sont donuées déja sous la forme la plus elegante dans Touvrage 
classique de M. Dakboux (IIP partie, page 369 etc). 

Donc Tintégration de toutes les équations fondamentales de notre 
théorie intégrahles par la méthode des caractéristiques est achevée, la géo- 
métrie ayant devancé Tanalyse. 

Néanmoins nos équations fondamentales intégrables par la méthode 
d'x\MPÉRE donnent a Tenseignement une serie illimitée d'exemples, plus 
ou moins compliqués, d'équations aux dérivées partielies du second ordre, 
permettant de mener a bonne fin les différents calculs qu'exige Tintégration 
par la méthode des caractéristiques. Et ces exemples sont bien rares 
en ce moment. 



VI. 

En cherchant d'autres formes de Véquation fondamentale de notre 
théorie, rendant possible Tintégration par des méthodes réguliéres con- 
nues, on est conduit a discuter celles de ces équations qui sont linéaires 
par rapport aux dérivées secondes do ^, et ne conticnnent pas les dé- 
rivées premiéres. 

Elles se présentent en supposant: 

a = — 2/'(^), h = — 2yJ~(T, OL = i, /9 = o. 
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Les équations auxquelles sont assujetties ces quatre quantités 

da da , 3 

ay? db a 

dz da '\ffj "~ 

sont vérifiées, et Téquation fondamentale (17) prendra la forine bien simple 

A,(^) = f{z). 

L'intégration de cette équation donnera toides les surfaces adinettant 
pour le carré de rélément linéaire la forine: 

d^' + dri" + dC = (da— 2f(z)dzY + J^adz\ 

Faisant usage des variables x et y déja einployées, Téquation fonda- 
mentale sera: 

d'Z fiz) 

(23) '^ 



dxdii ( [ + xii) 



~ ■ 
i 



Choisissant pour f{z) la fonction linéaire et homogéne y9(i — p)Zj 
P désignant une constante arbitraire, on aura pour notre équation fonda- 
mentale la sui vante: 

d'z /9(i-,5)^ 



dxd}^ (I + xy)'' 

qui colncide évidemment avec une équation dejä bien étudiée. 

On peut donc appliquer toutes les belles propositions données par 
M. Darboux sur cette équation a la théorie de la deformation, et dé- 
terminer toutes les surfaces admettant un element linéaire compatible avec 
cette équation. 

On retrouvera les resultats donnés par MM. Baroni, Gouksat et 
par moi. 

Si Ton suppose f{z) = c' -|- 2 Téquation (23) donne pour Téquation 
fondamentale 

d^z __ e' + 2 
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et en tenant compte de Tidentité 



aMog 



I « 



I + j:y 






dxdy (I + xy) 

011 trouvera Téquation équivalente a la premiére: 



aMog 



(I +xyyj ^ I e^ 1 



dont rintégralc géncrale a été donnéc par Liouvillk. 

Toutes les surfaces, applicables Tune sur Tautre, dont Télément linéaire 
correspond a cette équation, ont été signalées par inoi. 

De inéme Téquation aux dérivées partielies du second ordre, donnée 
par raoi: 

(Comptes rendus du 23 mars 1891) équation dont ces resultats découlent, 
n'est qu'un oas particulier de notre équation fondamentale. 
En effet, adoptant les valeurs 



dz^ d(T ^ dzdtr 



* = ~2v/Ä. /5 = -2v/-Ö 



dzda ' *" ^'9(7'' 



ou ip désigne une fonction donnée quelconque des variables z et ö", on 
trouvera que les deux équations (6) sont vérifiées, ainsi que la relation 

ft + 2ayfa = o. 
Forinant r équation fondamentale (17) correspondant a ces valeurs, on trouve: 
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Si on fait la substitution 



z = p, a = 2q — ^*\ 

cette équation deviendra: 

En concevant p coinine la normale abaissée de Torigine des coordoiniées 
x,y,z sur le plan tangent au point {x,i/,z) d'une surface quelconque, 
les rayons de courbure principaux ä ce point sont donnés, conune on 
sait, par les forniules: 

p + p = A,(/>) + 2/>, />// = 0{p) + pA,{i>) + p\ ' 

dans lesquelles les invariants ^^{p) et 0{p) se rapportent a Télénient 
linéaire de la representation sphérique de la surface a Taide des normales 
en chaque point. 

En substituant, on reconnaitra Téquivalence de Téquation fonda- 
men tale correspondant aux valeurs particuliéres de a , b , a , j3j et de 
Téquation 

Ainsi les propositions que j'ai attachées ä cette équation dans les 
Comptes rendus du 13 mars 1893 se trouvent vérifiées par notre 
analyse. 

Nous n^avons pas réussi jusqu^a ce moment a tirer de nos équa- 
tions fondamentales un cas essentiellement nouveau, permettant de dé- 
terminer toutes les surfaces applicables Tune sur Tautre, qui admettent un 
certain element linéaire donné a Tavance. N'ayant en vue que la théorie 
générale de la deformation, nous ne développerons pas ici les resultats 
particuliers qu*on peut tirer de notre théorie, et nous termiuerons cette 
étude par quelques remarques, concernant Téquation aux dérivécs par- 
tielles du second ordre a laquelle satisfont les trois coordonnées c , 5y , C 
d'une surface, admettant le carré de Télément linéaire 

ds' = Edp' + 2Fdpdq + Gdi]\ 



* BiANCHf, Ijczioni di Gcometria DifFcreiitialo, p. 1 37. 
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Il est bien facile trétablir cette équation a l'aide de nos développements. 
En effet les équations du chapitre II 

^ = ((X + AX" ?^ = aX + y9X' 
dz ' d(T ' ' 

donnent, en dérivant p. e. la preniiére par rapport a ^, 

dz^ dz ^ dz * dz * dz 

et si on utilise les équatioos (5) ainsi que les équations (8) et (9) du 
méme chapitre, on aura la premiére des équations connues suivantes, les 
deux autres se trouvant par un calcul seinblable: 



9'f ( 

dz* \ 


"1 

I 


af 
dz 


1 1 


3f 

\da- 


c„X", 




12 

I 


af 

dz 


12 
2 


|3f_ 
dtf 


c„X", 


a'f ) 
a<T' 


22 

I 


\ds 

\dz 


[22 
1 2 




c„X". 



Faisant usage encore des équations connues 



K = 



Ct,r 



11 ' «2 



12 



EG — F"' 



X"^ = I — A(f ) 



et employant pour abréger les notations ^u > ^m^ ^^^^ ^^ établira Téqua- 
tion, a laquelle satisfait la coordonnée f , sous sa fornie connue invariante 



Cl i Sia S12 jv-/, A / *■ A 



(7^5^ cef/e équation, qui, Ä étant supposé diflférent de zéro, n'admet pas 
pour aucun element linéaire, des intégrales intermédiaires du premier 
ordre, et ne permet pas Tintégration par une méthode réguliére connue. 
Mais notre analyse a mis en évidence pour la premiére fois ce fait 
bien digne de recherches ultérieures, qu une équation aux dérivées par- 
tielies du second ordre, qui résiste a Tintégration par les méthodes ré- 
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gulaires connues, peut étre réduite ä une autre équation aux dérivées 
partielies du rnéme ordre, qui ne se montre pas si rebelle. 

Ayant trouvé Tintégrale générale de cette équation résolvante, on 
aura Tintégrale de la proposée par une quadrature contenant les fonc- 
tions arbitraires sous le signe dMntégration. 
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MÉMOIRE SUR UÉLIMIN ATION 



PAR 

J. HADAMAED 

å BORDEAUX. 



I. La méthode des fonctions syrnétriques apprend a éli miner les 
inconnues x^ ^ x^j . . . j x^ entré les équations 

(i) /i = o, /; = o, . . . , /;,+! = o 

en formant le produit flf^^^^ix^ , rCj , . . . , rr^), étendu aux systémes de va- 
leurs de iCj , iCj , . . . , rr„ qui vérifient les n premiéres équations (i). 

On obtient ainsi pour le résultant n + i expressions différentes en 
considérant successivement comme la derniére chacune des équations don- 
nées. Il peut étre utile de savoir coniparer entré elles ces différentes 
expressions, ou plutöt leurs nuinérateurs. Gette comparaison peut méme 
se presenter comine nécessaire dans certaines méthodes d'élimination (voir, 
par exennple, Orro Biermann, tJber die Bildung der Eliminanten eines 
Systems algebraisclier Gleichungen^). 

Coinme on arrive ä des resultats intéressant différents points de la 
théorie de Télimination, nous somines arnenés ä reprendre Tensemble de 
cette théorie, apres quoi nous aurons a presenter certaines applications 
géométriques. 

* Monatshefte fttr Mathematik und Physik, 5® année, pag. IJ — 33; 
Vienne 1894. 
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1. 

2. Eappelons d'abord ce qui se passé pour le cas d'une seule in- 
connue. Soient les deux équations f^(^x) =^ o, f^(^x) = o, ou, en rendant 
homogéne, 

de degres rn^ , m^ respectivement. Le résultant de ces deux équations, 
que nous désignerons par B^^ est le produit 

ou les x^ , x^ sont définis par Tégalitc (identique par rapport aux w) 

(2) n(Wiir, + U^X^) = f^{u, , — Wj. 

Gette expression R^^ est liée a Texpression analogue B^^ par la relation 

3. Les fonctions f^{x^ , x^), f^{x^ , x^) étant représentées symboliquc- 
ment par fl^S ^xS 1^ quantité invariante B^^ s'exprimera par une combi- 
naison de déterminants symboliques. 

Prenons d'abord f^ seul sous forme symbolique, f^ étant donné par 
régalité (2). Il faudra reinplacer B^^ par la quantité 



m, 



oii la somination est étendue aux \ni^ permutations des m^ couples 
{b^i^ , fey^) , (61^^ , ft^/^) , . . . . Le probléme de Texpression symbolique du 
résultant est done identique au suivant: La forme 

/i K ^ — Wi) = {u,x^^^ + u,xi'^) . . . (WiÄ^l"»^ + Wj^"'^) 
é^awf représentée symbol iqi^ment par (au)"'' {ou encore par w^», en posant 
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flj = ot,» O3 =^ — a,), trouver sous forme symhoHque la somme des puissances 
m,*"*^ des \^i produits tels que 

Le3 deiix expressions Sw"^* et R^^ sont effectiveinent éqiii valentes moyen- 
nant le remplacement des u par les h. 

4. Le produit o) est racine d'une équation de degré |^ dont les 
coefFicients sont des contrevariants de f^\ le.dernier tcrine de cette équa- 
tion est du reste immédiatement connu. Il est évidemment 

Il suffira donc d'avoir forrné les |w^ — i premiéres somrnes de puis- 
sances pour pouvoir calculer toutes les autres. 

Le nombre |»^ — i augmentant rapidenient avec m^, cette remarque 
n'a pas d'application ä partir de m, = 4. Mais c'est elle que Ton emploie 
dans le oas de m^ = 2, et elle conduit directement au calcul de B^^ pour 
iWj = 3. M. GoRDAN a en effet ^ formé les résultants de Téquation du 
3* degré avec les équations de degré inférieur a 6. Or ceci suffit, d'aprés 
ce qui vient d'étre dit, pour passcr au cas de m^ quelconque. 

En désignant par "^ j -^ ? • • • » -^ ^^s expressions de R^^ pour les cinq 
premiers degres, on devra^ en déduire les quantités 



j S] 8\St 8,81 8\ 8, 8,83 Sj S, i% 

'~' 120"^ 12 8 6 "^ 6 "^ 4 5' 

A, = {aby{a'b'y{a"by{a"'b"'y{aby{a"b'Y{a'b"y, 



3 



^ Math. Annaleo, t. 3, pag. 355 c^ suiv. 

• Voir Serret, Algébre supérieure, t. i, pag. 460. 
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et le résultant de la forine cubique avec une autre de degré quelconquc 



m, se ra 



^""^ il • • • • Aj. 



Aj , /j , . . . , ^g désignant successivement les différents fiystemes d'exposant8 
entiers et positifs qui vérifient la condition 

A, + 2A, + ... + 6Ag =m^; 

il faut seulement observer que, dans les inultiplications, les a doivent 
étre remplacés chaque fois par des symboles synonymes, mais non les b. 

5. La resolution du probléine du n** 3 permettrait de résoudre 
sous sa forrne générale le probléine de Texpression des fonctions symé- 
triques, tel qu'il se pose dans la théorie des formes. En effet, de Tex- 
pression 2'a)"'' peut se déduire par formation polaire Texpression plus 
générale 

ou chaque couple x\^^ , x^^ {k = i y 2 , ... , mj figure dans 7»^ facteurs, les 
couples des u correspondants étant ou non différents. La sommation est 
étendue aux |«^ permutations des x et Ton a pose 



(3) 



(t)«(*) 



f,==u'^'x\'^ + u'i'x\,'\ 



Or cette expression est la fonction symétrique la plus générale dans 
les termes de laquelle n'entrent que des facteurs contrevariants. Les 
facteurs covariants se raménent d'ailleurs aux précédents par la substitu- 
tion Wj =2/3, Wa = — !/i et les facteurs invariants par Tidentité 



(4) 



r( 1)^(2) ^(1)^(2) 

1 2 2 1 



du\'' 






d4'^ 



auf 



12 
/1/2 



6. Le calcul d'une expression P conduit a une quantité du méme 
degré total m^m^ par rapport aux lettres u et aux lettres a, et qui par 



^ Serret, ibid., pag. 449 
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suite peut 8'écrire a Taide de facteurs du seul type {au) (ou wj; car si 
un terme quelconque renferrne des facteurs {uu') il renferme un méme 
nombre de facteurs (aa') que Ton peut accoupler aux premiers pour 
utiliser Tidentité 

(5) (aa')(ww') = u^K — kK- 

Ce resultat peut d'ailleurs étre atteint de plusieurs fa9ons diffé- 
rentes, d'oii, pour la quantité cherchée, plusieurs formes symboliques 
équivalentes. Néanmoins certaines de ces formes devront étre considérées 
de préférence aux autres. 

Remarquons en effet qu'une expression symbolique oii n'entrent que 
des facteurs u^ peut immédiatement sexpriiner en fonction des x par la 
relation 

(6) uiv;>...w<r^-^rrlr2.--rm; 



m, 



OU dans le second membre les indices inférieurs subissent toutes les per- 
mutations possibles. 

L'expression symbolique devra étre telle que cette operation conduise 
ä une quantité P^ identique a P, Mais deux cas peuvent se presenter. 
Ou bien Tégalité P^ = P est une identité par rapport aux y\ ou bien elle 
ne devient telle qu'en rempla9ant ces y par leurs valeurs (3). Dans le 
premier cas nous dirons, pour abréger, que la relation P^ = P est essen- 
tiellement identique. Nous allons faire voir dans un instant que pour 
toute quantité P existc une forme symbolique satisfaisant a cette con- 
dition, autrement dit une forme symbolique essentiellement équivalente. 

7. Kavantage des formes symboliques essentiellement équivalentes 
est de se conserver lorsqu'on passé ä un nombre de variables supérieur 
a deux. 

Soit 

m 

(7) K = Un 

OU j-^ a cette fois la valeur 

r* = «^i^i*^ + ••• + «*/. 4*^ 
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une foriue, décomposnblci en facteurs linéaires, a h variables, li étant un 
nombre que nous pourrons fiiire varier a volonté. Fonnons dans ced 
uouvelles conditions la quantité 

Gette quantité peut s^exprinier sous une fonne symbolique qui, étant du 
inéine degré par rapport aux w et aux a, peut étrc ramenée comine 
précédeinment a ne contenir que des facteurs u,^. Comme de cette forme 
synjbollque on revient a la forme primitive en eniployant précisénient 
la niéme relation (6) que dans le cas de h = 2, une forme symbolique 
essentiéllement équivalente trouvée dans ce dernier cas conviendra égale- 
ment a notre probléme actuel. 

Inversenient, si une forme symbolique de Texpression P convient 
pour h suffisamment grand, elle est essentiéllement équivalente. 

Ceci revient ä dire que Ton peut prendre h assez grand pour que 
les fit soient tous indépendants. Or, dans Thypothése contraire, comme 
toute relation existant entré ces quantités pour une certaine valeur de 
h reste évidemment vraie pour les valeurs nioindres, il existerait pour 
le nombre h une certaine valeur a partir de laquelle le systéme E des 
équations qui lient les /* entré eux ne changerait plus jusqu'a A = co. 
Ce systéme devrait étrc tel que, vérifié pour certaines valeurs j-^ des ^ 
et pour d'autres valeurs f^^ il soit par cela méme vérifié pour les valeurs 
fj + ft^ (cette addition revenant au doublement du nombre h). De 
pareilles équations ne peuvent étre que linéaires, ce qui est manifeste- 
ment impossible dans Tespéce. 

En particulier, ceci nous permet d'affirmer Texistence d'une expres- 
sion symbolique essentiéllement équivalente pour toute expression P. 

8. La formation générale de Texpression F permettrait d'obtenir, 
pour un nombre quelconque h de variables, les fonctions symétriques 
invariantes des systémes x[*'^ , . . . , x^^^ qui figurent dans une forme du 

type (7). 

En effet, de telles fonctions peuvent s'exprimer a Taide de facteurs 
symboliques du type f^ ^^ ^^ facteurs déterminants: ces derniers se ra- 
ménent aux premiers a Taide d'une formule analogue a la formule (4). 
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9. Si nous appliquons spécialeinent au résultant de deux formes 
binaires (aw)"* = w^ et (6w)" = w", nous pouvons nous demander s^il existe 
pour ce résultant une forme symbolique qui, lorsqu'on remplace, soit les 
lettres 6, soit les lettres a par des m, soit dans les deux oas essentielle- 
ment équivalente. 

Pour résoudre cette question, nous considérerons les deux formes 

ä un nombre quelconque h de variables (les variables tangentielles u pour 
Tune, les variables ponctuelles x pour Tautre). 

Si la premiére forme est décomposable en facteurs linéaires 



m 



le produit des resultats de substitution des systémes des f dans la 
deuxiéme forme s'exprime par un invariant commun ä -F et (P. Soit 
A Texpression ainsi obtenue^ qui n'est pas complétement déterminée en 
ce sens qu'on peut lui ajouter une quelconque des expressions G qui 
s'annulent lorsque F est un produit de facteurs linéaires. 

Si de méme se décompose en facteurs du premier degré 

n 

(9) (I> = Jl{9'i'x, + ...+gVx,\ 

le produit des resultats de substitution des différents systémes de x dans 
F sera un invariant commun B, déterminé seulement aux expressions D 
prés qui s'annulent lorsque admet une telle réduction. 

Je dis que Ton peut disposer des quantités additionnelles C et D 
de maniére ä rendre les invariants A et B identiques. 

Pour cela, remarquons que lorsque F ^t sont tous deux dé- 
composables en facteurs linéaires, on a nécessairement A==^ B, ces deux 
expressions representant toutes deux le produit 



m n 



nn(f<'V;'+.-. + ci'W)- 



t-l ib»l 



Ii ressort de la presque évidemment que la différence B peut s'ex- 
primer par la somme d'une expression C et d'une expression D: c'est la 
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un fait general dont un cas particulier est fourni par le théoréme de 

NöTHER sur les courbes planes passant par l'intersection de deux courbes 

données. Ici cette conclusion peut 8'établir directement de la facon 

suivante. 

Supposons F réductible et représenté par le produit (8). La diflFé- 

rence Ä — Bj qui est un polynöme homogéne et symétrique par rapport 

aux f, est par suite une soinnie de termes de la forme PQy oii P est 

une fonction symétrique élémentaire des f et ^ une fonction des coeffi- 

cients de 0. Cette derniére est nécessairement une expression 2), puis- 

que la soinme SPQ est nulle, quels que soient les f , lorsque JP et (P 

ont respectivement les forines (8), (9). Si done nous rempla9ons les 

fonctions symétriques P par leurs valeurs en fonction des coefllcients de 

-F, nous aurons une expression 2), identiquement égale a la différence 

A — B chaque fois que F est réductible et qui par suite n'en différera, 

pour F quelconque, que d'une expression C, ce que nous voulions ét<iblir. 

Dans Tidentité 

A — B^C+D, 

les polynömes C et 2) ne sont pas, il est vrai, nécessairement des in- 
variants. Mais ils le deviennent par Tapplication de la méthode ordi- 
naire (substitution linéaire la plus générale et application répétée de 
Topération désignée dans la théorie des formes par la lettre ii). 
Des lors, si li a été pris sufFisamment grand, la quantité 

A — C=B + B 

fournit, en y réduisant le nombre des variables a deux, une expression 
jouissant de la propriété cherchée (les formes binaires données étant 

10. Soient maintenant 

(I). /; = o, 

(E) • (2) u = o, 

■ (3) /; = o, 

trois équations de degres m, , «», , m, aux inconnues x,y. Les termes 
de plus haut degré des polynömes f^ , f,, /", nous donnent trois forines 



Mémoire sur rélimioation. 209 

binaires f[yf\yfzy dont nous formerons les résultants. Nous désignerons 
par i2Jl^ le résultant de fl , /^, et, tout d'abord, nous supposerons ces 
résultants différents de o. Désignons par x^^ , ^'^ les solutions communes 
aux équations E, , E^ et considérons le produit 

P. = n/;(a;«',2/<«). 

Ce produit 8'exprinie rationnellement a Taide des coefficients des 
équations E, mais dans son expression figure un dénominateur lequel 
n'est autre que jRJJ*'. En effet, dans Téquation finale résultant de Téli- 
inination de y entré Ej et E,, le coefficient de a;"'»'"* est B\^\ il en est 
de méine de Téquation en x + Xy^ a cause des propriétés invariantes de BJj- 
L'expression P,, qui est de degré m^ par rapport aux a; , y ne peut done 
renferiner d'autre dénominateur que ce coefficient élevé a la puissance 
m^. Nous poserons 

(lo) i2i28 = Pj^-Ria'* 

En partant des équations E, , Ej, nous fonnerons les expressions 
analogues P^ et Bjsi = Pi . 22?^ . Nous nous proposons de rechercher la 
relation entré P^ et P^ (ou entré JS^gj et B^^^)- 

II. Considérons a cet effet le produit fl^ analogue a P,, mais oii 
f^ est remplacé par f^ — A. Ce produit s*exprime par un polyn6me en 
X qui, égalé a o, expriine que A = f^ix^^^ !^% Le produit des racines de 
réquation //^ = o (considérée coinme équation en X) est donc P^ ; le terme 

P 
indépendant de X est P^. Le rapport -— est par suite egal au coefficient 

•'■3 

de A"*»"» dans //,, multiplié par (— I)"*»'"^ 

Or, si nous effectuons la transformation 

qui, aux équations f^ = o, /"^ = o, /"g — A = o, substitue les équations 



(E') 



(3) F.^a;"-{/;(i:,|;)->l] = o 
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n[-= n,. {nxT' = '^' 



la multiplication étant étendue aux solutioris communes aux deux derniéres 
équations (E'). 

Pour A = cx), le produit n[ prend une valeur finie et déterminée, 
car Téquation EJ se réduit ä a;""» = o, de sorte que T/J devient egal a 

730 ^ 



( 



. , en désignant par b le coefficient de y"^ dans f^. Nous aurons 

donc a raultiplier cette qiiantité par la puissance m^*"*® du coefiEicient de 
A*"* dans n{x). Ge dernier sobtient en fonnant par réliraination de y 
c?ntre f^=oetf^ — A = o Téquation en x. Pratiquant cette élimination 
par la méthode des fonctions symétriques en partant de Téquation f^ = o, 

nous voyons que le coefficient de a;*"*"** est ^ et le terme indépendant 

de X un polynöme de degré m^ en A avec ( — i)"*' pour premier coefficient, 

de sorte que le coefficient de A*"* dans n{x) a la valeur -t-^( — i^-^a^^+^n^^ 

ce qui donne 



(II) t\ = ^{-ir 






P »O ' 



ou 



(•2) Ä„, = (- O"'""""'-^,,, = -B.,r 

Si nous reinarquons que la substitution ( ) est alternée, tandis 

que la substitution I" j ne Test pas, nous voyons que notre resultat 

donne Ténoncé suivant: Uexpression (lo) ne change pas par une substi- 
tution alternée des indices 1,2,3, au lieu quune substitution non alternée 
la multiplie par ( — i)"*»"»*'"*. 

Cest a cette expression entiére 22,23, indépendante au signe prés 
comme on le voit, de Tordre dans lequel on prend les équations, qu'' 
convient de donner le nom de résultant des polynoines /"i , /!, , /"g. 
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12. Si nous voulons étudier la méme question au point de vue 
projectif, il faudra considérer les trois équations 



(E) 



(2) /; = o, 

(3) /; = o 

comme homogénes et de degres respectifs m^ , m^ , m^ par rapport aux 



X, 



variables iCj , tr, , x^ qui correspondent k x , y par les relations x = — 



y = -i 



Pour voir ce qui remplacera le résultant Rl^, considérons le résul- 
tant des deux formes binaires a^<^ , b^^y lequel sVxprime par des facteurs 
déterminants symboliques binaires, et appliquons-lui le principe de träns- 
lation, c'est a dire changeons chaque facteur déterminant binaire en un 
déterniinant ternaire par Taddition d'une lettre u. Nous obtenons ainsi 
un contrevariant commun des forines fajf,s^ que nous nommerons R^, 
Ce contrevariant se réduit a i?^ pour u^ = u^ = o, u^= i. Il peut dailleurs 
se définir sans que Ton connaisse la forme symbolique du résultant. Il 
suffit d'appliquer aux deux formes données une substitution linéaire qu 
la nouvelle variable correspondant ä rr, soit u^x^ + w,a;, + u^x^y de former 
sur les nouvelles formes le résultant 2J^ et de diviser par la puissance 
m^m^ du déterminant de la substitution. 

Egalée a o, la fonction itjj exprime que la droite w, = o passé par 
un point {f^ = Oyf^ = o). EUe est identiquement nulle si ces deux courbes 
ont une partie commune. Sinon, a;\*^ , x^i'^ , xf désignant les coordonnées 
de leurs points communs, on a 

B?, = fiU{u,xf + u,xf + u,xf)y 

chaque facteur étant élevé a une puissance convenable, qui n'est autre 
que le degré de multiplicité du point correspondant; et /i étant un facteur 
constant. Autrement dit, le rapport 

('3) ^'' 



/^ = 



n{uW^ -vv.xf + V,xf) 



ti, ar. 
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est indépendant des u. Mais ce rapport dépend des déferminations adoptées 
pour les X ^lesquels ne sont définig qua un facteur de proportionnalité 
prégj, Pour y,^' = jr/^ =r . . . = I, on a 

comme on le voit en faigant w^ = ti, = o, 11^=1. Des lors i?,,, peut 
étre défini: le produit Jlf/Xi' , z',", j:'/) multiplié par la puissance »i, 

de la quantité (13)9 ^it 

(14) Ä.., = n^,K>,4Sx''') \ ... ^",. 

oii le second inetnbre est cette fois indépendant des u d*une part, des 
facteurs de proportionnalité qui figurent ddns les Xj de Tautre. En 
prenant le cas de /x = i, on voit que le résultant est donné par le produit 

nA(^i*\ ^i'\ ^'i^)j ö^ l^^ ^ »ont définis par Tégalité (identique par rapport 

aux u) 

n(wi^;' + ti^^T + u,xf^) = ^:,. 

13. Le résultant considéré sous forine symbolique est donc une 
cxpression de la forme F considérée au n® 7. En particulier on saurait 
calculer cette cxpression symbolique si Ton savait résoudre le probléme 
pose au n** 6: t rotiver pour le résultant de deux formes binaires une ex- 
pression essentiellement équivalente. Ceci peruiettrait en cflFet d'abord de 
calculer la forme R\^, puis de passer au résultant B^^^ par la considéra- 
tion du résultant de deux formes, Tune de degré m^m^y Tautre le dcgré m,. 

14. Ijéquation B^^^=zo exprime la condition nécessaire et suffisante pour 
que les équations Va aient une solution commune (autre que a;, = .r , = rr^ = o). 
Si en cffet R\^ n'est pas identiquement nul, Téquation de definition (14) 

montre que les conditions R^^^=Oj Jlf^{xf , xf y xf) = o sont cqui- 

valentes. Dans le cas contraire, le résultant, que Ton peut regarder 
comme composé ä Taide des coefficients de R\^ et de /*,, se réduit ä o, 
et d'autre part, il est manifeste que les équations E ont une solution, 
puisque les deux courbes /^^ =0, f^=o ont une partie commune, laquelle 
coupe /", = o en un certain nombre de points. 



Mémoiro sur rélimiDation. 213 

15. Le résultant fourni par la inéthode dialytique, telle qu'clle 
est indiquée par Cayley,^ colncide, au signe prés, avec le résultant Bijg. 
Cest ce que Ton voit en const^itant: 1° que Texpression jR de Cayley 
est de degré m^m^ par rapport aux coefficients de f^, d'ou résulte que 

le rapport ^^ — est indépendant de f^j et pareillement def^^f^] 2^ que 

les deux expressions JB, R^^^ se réduisent toutes deux a i pour/", =irp, 

16. Les conclusions auxquelles nous venons de parvenir s'étendent 
d^elles-mémes nu oas d'un nombre quelconque n d'inconnues. On peut, 
a cet égard, repeter identiquernent les raisonnements précédents; cette 
fois, nous les présenterons sous une forrne plus simple a certains égards 
en partant directement des équations rendues hoinogénes. 

Soient n + i polynomes /I , /i , . . . , fn+\ de degres Wi , m^ , . . . , w.^+i 
respectivement par rapport aux variables oJj , a:^ , . . . , x^^^. Nous allons 
définir le résultant iii,2,...,n+i de ces polynomes et démontrer que a,/?,;*, ... 
étant une permutation quelconque des indices i,2,...,n+ i> on a 

(15) R«^,... = Ri.. ^,(-i)-"»-'»-, 

(I 2 ... 71 -f- I 
ö » /^ » r > • • • 

est ou non alternée. 

Supposons pour cela que Von ait défini le résultant de n équations 
homogénes a n inconnues. Ce sera un polynöme entier par rapport aux 
coefficients des difFérentes équations et dont le degré par rapport aux 
coefficients de chacune sera marqué par le produit des ordres de toutes 
les autres. Ce sera un invariant commun a tous les premiers membres. 
Egalé ä zéro, il exprimera la condition nécessaire et suffisante pour que 
les équations aient une solution commune (non nulle). Enfin il ne changera 
pas si Ton change Tordre des équations données, sauf dans le cas ou ces 
équations sont toutes d'ordre impair et la permutation cffectuée non al- 
ternée, auquel cas il changera simplement de signe. 



* Cambridge and Dublin Maihemaiical Papers, t. 3* 
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Revenant alors aux équations 

(O A -o, 

(E) (2) /; =o, 

{n+ i) fn+i = o, 

iioui? considérons d'abord les n premieres d'entre elles. En y faisant 
x„^i = o, nous auroiis n équations a n inconnues dont nous pourrons 
former le résultant i^,2,...,n' ^^ cette expression, nous déduirons, coinme 
il a été expliqué plus haut, la fonne T?;*,^ „. Egalée a zéro, cette forine 
exprime que Téquation linéaire w,rr, + • • • + ^'n+i^n+i = o ^st vérifiée 
par une solution cominune x\'^ , x^^- , . . . , x^^\.^ des n premieres équations 
E. Elle peut étre identiquement nulle: ceci arrivera alors et alors seule- 
ment, que les surfaces représentées par ces n équations auront en commun, 
non pas seulement un certain nombre de points, mais une multiplicité 
algébrique a au moins une dimension. Sinon, elle sera un produit de 
facteurs 

Ri,_„ = /iU{u,x^^ + . . . + ^^n+i^^;;i), 

chaque facteur sous le signe fl étant compté un nombre de fois egal au 
degré de multiplicité de la solution commune correspondante, et /i étAnt 
un nombre indépendant des u, inais dépendant du facteur de proportion- 
nalité qui figure dans les x^. 

Le degré de la forme J?" par rapport aux u ét^nt m^m^...m„y il 
est par cela méme démontré que ce nombre est celui des solutions com- 
munes aux équations E^ , E^ , . . . , E„. 

Cela pose, formons le produit 



7?" 

^^1,2,. .,»1 



Wn^l 



\il(^tiia:i' + . . . + i/n + iXn + l)/ 

Ce produit est indépendant des u, ainsi que des déterminations choisies 
pour les x^^\ On peut en particulier choisir ceux-ci de maniére que 
/i = i et définir notre quantité comme le produit 

-"1,2,. ..,11 + 1 = J-.A/n + l(^l J • • • > ^n + l)> 
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les quantités x étant définies par Videntité 

■ U{u,xf + . . . + w„+i<0 = iJr,,....„. 

Uexpression jRr,2,...,n+i ^st donc une fonction entiére des coefficients de 

Ri^2 M ^t ^6^ coefficients de f^^^y de degré m^^^ P^r rapport aux premiers, 

de degré m^m^ ...m^ par rapport aux scconds; par suite une fonction 
entiére des coefficients des équations E, et dont le degré par rapport 
uux coefficients de chaque éq nation est marqué par le produit des 
ordres des autres. Cest un invariant commun aux polynömes /'i,...,/„^i, 
car dans Texpression (i6) tous les facteurs sont invariants. Son expres- 
sion symbolique cornprend m^m^ .. . w„^i facteurs déterminants symboliques. 
On saurait d'ailleurs former cette expression symbolique si Ton savait 
trouver pour le résultant de deux formes binaires une expression essen- 
tiellement équivalente. 

17. i?i,2,...,H+i = o est la condition nécessaire et suffisante pour que 
les équations E aient une solution commune non nulle. Cest ce qui 
résulte immédiatement de la formule (16) si Iii^2,...,n n'est pas identique- 

ment nul. Si au contraire on a R^^ „ = o, on aura aussi J?, 2 n+i == o, 

puisque JBj,2,...,in-i ^st une fonction homogéne des coefficients de J?",^^^. 
D^aillcurs les équations E auront une solution commune, car les n pre- 
miéres d entré elles définissent une multiplicité algébrique a au moins 
une dimension, laquelle coupe nécessairement la surface f^^^ = o. 

Il est donc legitime de nommer résultant cette expression Rix.,.,n-{-\- 

18. Soient msjintenant a, y5, ;*,..., 57, ö les indices i,2,3,...,n+i 
rangcs dans un ordre diflférent et formons Texpression, analogue a 72i,,,s,...,n-j-i 

r i^i^Y Tj "1"*^ 

i\\nxx\ + . . . 4- w„+i«),+i; 

R 
Le rapport — -^^'^^^ est indépendant des coefficients de Tune quelconque, 

/", par exemple, des équations E. En general, en effet, les équations 
Ej , E3 , . . . , E^^j ont leurs m^m^ ... m„^^ solutions communes distinctes 
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(puisqu'en y faisant x^^i = i, de maniére a les prendre sous forme non 
hoinogéne, i° il n'y aura pas, en general, de solutions commune infinie, 
le résultant que nous avons appelé i?J,3,..,,4.i n'étant pas identiquement 
nul; 2^ le résultant des équations E^ , E, , . . . , E,^i et de leur déterminant 
fonctionnel, qui est une fonction entiére des coeftlcients de ces équations, 
n'est pas identiquement nul, ainsi qu'on le voit en prenant pour ces équa- 
tions des produits de facteurs linéaires quelconques). Considérées comme 
équations. entré les coefficients de /"j, les équations jR«^,...,<^ = o, -B|.i,. .,,+1 = o 
représentent donc la méme multiplicité algébrique, en general sans partie 
multiple; elles colncident donc bien a un facteur prés indépendant de /j. 
Cette conclusion, établie dans le ciis ou les n derniéres équations E ont 
leurs solutions couimunes distinctes, subsiste par cela méme d'une fa9on 
absolument générale. 

ID 

On peut des lors, dans Tévaluation du rapport ,, "'^'^'••' , supposer 

les polynömes /", , /, , - . , /*«+! remplacés respectivement par les puissances 
Wj*"*, w^*"*, . . . , /H„^,*"*® d'autant de polynömes du premier degré. 

D'autre part, le résultant JB„^^.. ,y des formes /?, /i , . . . , /i,+i ^^t la 
puissance p^^ du résultant Ra,fi,y,,.,o relatif aux formes /"j ,/!,,... , /i,+i. 
Cela est evident si O = \. Dans le cas contraire, on voit immédiate- 
ment d'aprés la formule (16') qu'il sufFit d'établir la propriété en question 
pour la quantité 7?v^^ ,,. Or celle-ci, se déduisant du résultant de n 
équations homogénes a n inconnues ne change pas par une substitution 
alternée, substitution par laquelle nous pouvons rendre tj egal a 1. 

bes lors le rapport —- '''^'^i^::^ est la puissance wj^w? . ..w„^.i^"* de 

ce quil serait si les polynömes donnés étaient du premier degré. Mais, 
dans ce cas, le résultant, qui se réduit au déterminant des [n + ^Y coeffi- 
cients, est une fonction alternée par rapport aux indices a, y9, ;*,..., Ö. 
Nous pouvons donc écrire 

et nous aurons ainsi démontré toutes les propriétés énoncées. 

19. Les formules (16) et (17) permettent de comparer entré eux 
les produits Pj , P, , . . . , P„+|. Que devient cette comparaison lorsque 
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nos équations ont des solutions cornmunes? Prenons, pour simplifier, le 
cas de trois équations /| = o, f^ = Oj /"g = o representant trois courbes 
qui ont un certain nombre de points communs A. Sur un cycle de f^ 
ayant pour origine un de ces points, f^ sera de Tordre I et /*, de Tordre 
/', de sorte que le nombre des intersections B de f^ , f^ non cornmunes 
avec f^ sera m^m^ — Il et le nombre des intersections C de /*, et de f^, 
non cornmunes avec f^j ^^jWg — 27'. Proposons-nous de comparer le 
produit des valeurs de /], aux points B avec le produit des valeurs de 
f^ aux points C. 

Rempla9ons, dans ce but, /!, par f^ + ^f 3 (f s étant un polyn6me 
quelconque de degré Wg); nous voyons que le produit des valeurs de f^ 
aux points J5, multiplié par le produit des valeurs de ^g aux points Ay 
égale le coefficient de A"' dans le produit P, relatif aux polyn6mes 
f\ y Uj fz + ^f 3> lequel produit est egal, aux facteurs prés dont nous 
avons donné Texpression plus haut, au produit des valeurs de f^ aux 
points t\ =0, /"g + ^<fz = o. Ces derniers peuvent se diviser en deux ca- 
tégories: ni^m^ — SV qui, pour X infiniment petit, tendent vers les points 
C et 27' qui tendent vers les points A. 

Sur chaque cyclc de f^ ayant pour origine un point A^^ donnons- 
nous les développements de /"^ , /^ , f 3 : 

/; =.e{a + bt + ...), 
n = t'\<i' + Vt + ...), 
^3 = a + /^' + . • • • 

Les /' valeurs de t correspondant aux points dMntersection de /j 
avec /'g + ^f 3 auront leurs parties principales données par a'f -{- ka = Oy 

de sorte quq leur produit aura pour valeur principale ( — O' "^ ^* ^^ 

il 

produit des valeurs de f^, ( — i)"/'a'— . Si nous supprimons le facteur 

CL 

A' et remarquons que les facteurs a' donnent le produit des valeurs de 



^ II est bicn entendu qae len dévoloppements de x^ ^ x^ ^ x^ sur le cycle doivent 
étre tcis qae^ pour é => O, on trouve les valeurs mémes qui figurent dans les formules 
(13) et snivantes (et uon simplcment des valeurs proportiooDcIles). 

AeUi maUumtMea. 20. ImpiinoA le 14 septembre 1896. 28 
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jT, aux point8 Aj nouR voyons que le cycle en question figurera par le 
facteur ( — 0"^~> ^'^^* ^ ^^^®' ^^ signe prés, la vraie vdeur de -^ sur 

le cycle en question.* Tel est donc le facteur qu'il faudra, dans la formule 
de comparaison, introduire pour chaque intersection commune que Ton 
suppriniera. 

20. En particulicr, ceci nous permettra de voir ce que devient la 
formule 

(loO i?=n/i(a;">,S/<'-')iJ?r 

qui exprime le résultant en supposant connus les points d'intersection de 
^j = o et de /*, = o, lorsqu'im ou plusieurs de ces points sont a Tinfini. 
Soient 

X^^ , y*^ , I (t = 1.2,....m,«i,-;i) 

les points communs de f^ , /, situés a distance finie, 
les points communs a Tinfini. On a 



(14O R = 



UfM^ , y«)n/tK. , n [ n„,^„^..^,/.^nK„...^„. 



fc(*>) 






Ii - 

et c'est la quantité = ^^^-— qu'il nous reste a 

évaluer. Or B![^ est le résultant des polynömes /i , /i, WjOJj +S^a +*'»^'i 
Autrement dit, si 

p(A) tm fi(A) ,. , o N 

*»1 > *»2 > *»8 (A»!,», ...,Wl) 

désignent les points dMntersoction de f^ = o, u^x^ + ^a^a + «^8^8 == ^> 
on aura 

' D apres la notc précédonte, il est clair que cette vraic valcnr dépendra, commc 
ccla doit étre, du facteur de proportionnalité qui figure dans les coordoDOi^oH de Torigine 
du cycle. 
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Divisant cette valeur par le dénominateur 

nous allons pouvoir prendre pour la droite u^x^ + u^^x.^ + u^x^ = o la 
droite de Finfini u^ = m.^ = o, e^j, = i. Dans ces eonditions, en efifet, 
les points f i*\ f J/\ ^3*^ sont, d'une part,^ les points a^*^ i^*^, o, d'autre 
part, les autres points a Vinfini (a^*^ , U^^ , o), points dont nous pouvons 
supposer les eoordonnées ehoisies de nianiére ä ee que le produit 

soit egal au quotient de f{v^j — v^) par' II(t;/*^*^ + ^i^^*0- Dans ces 
conditions, le second facteur de la valeur (18) de By^ devient egal ä 

n/;(^i*',,'r.fr) 

Tunité. Quant au rapport -^ -. ; =i^ — -— — -, il se pré- 

sente sous la fonne -, inais nous venons d'apprendre dans le numéro 
précédent ä lever cette indcterinination, et nous obtenons 

(19) R = Tif,{x^\f')Tin{é'\ 0(n/1(«^'\ u'^)TiLy''K 

Les facteurs L sont relatifs aux dififérentes branches infinies de /j . Si 
sur une telle branche, f^ est d'ordre Z, x^ d'ordre Z', le facteur L sera 

la vraie valeur de -^, raultipliée par ( — i)" . 

Le facteur /y/^(a^*\ &-*0 ^^ calcule sans que Ton connaisse les quan- 
tités a^^'\ U^'\ C est le résultant des formes binaires f'xif\. 



* Ces poiuts oe soQt pas, il est vrai, idcntiqucs avec les poiots a^*^ , 6^*\ O cod- 
sidérés tout å rhciire: ils en différent par les ordres de multiplicité. Les points a^'^^, h^'^^ 
sont coQiptiSs dans la foroiulc (14) avec Tordrc de multiplicitö qaMls ont commc poiots 
commuQS å /*i , /!j ; ici on doit leur attribuor la multiplicité avec laqacllc ils figurcnt 
comiue points å Tinfini de f^, 

* Il est bien ontendu que le produit ^^[v^a^^^ + v, 6^*^) n'est pas celui qu^on dé- 
duirait du produit 11(14^»^*^ + u^h^^^) qui figure dans (14) en changent les w en v, ainsi 
quil résulte de la note précédente. 
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2 1 . Ces resultats 8'étcndent iinmédiatement a un noinbre quelconquc 
créquationg. I^ r61e que jouait tout a Theure la courbe /"^ = o sera 
jouc par la courbe représentée, dans Tespace a n dimensions, par les 
(n — i) premiéres équations données. 

2 2. Ixrs conclusions du n*^ 19 fournissent une identité qu'il est 
d'ailleurs aisc de vérifier directement, et qui peut étre utile dans certains 
rais^jnnements. Soient encore les trois courbes /J = o, /^ = o, /", = o 
ayaut en comrnun un point x^ , y^. Sur un cycle de /i = o en ce point, 

f^ sera de Tordre ä, /, de Tordre /, et le rapport -| aura une certaine 

limite L. De méme, sur un cycle de t\ au méme point, le rapport 

/•'' 

~7 (en dcsignant par k' et /' les ordres de f^ et de /j sur ce cycle) aura 

/I 

une certaine limite L', et, sur un cycle de /",, le rapport -^ (oii &", /" 

sont les ordres de f^ , f^) aura une limite L". Il résulte évidemment du 
n® ig que le produit des quantités L par les quantités L' et par les 
quantités L" est egal a ( — i^2>/+2vi>2rr^ j^ moins si le point a;^ , y^ est 
le seul point commun; mais on peut toujours supposer qu il en est ainsi, 
en ajoutant aux premiers mcmbres des équations de ces courbes des termes 
de degrc assez élevés en x — a?^, y — y^ pour ne pas changer les quan- 
tités L, L', L'\ 



IL 

23. Nous avons étudié le résultant de plusieurs équations, c'est a 
dire une certiiiiic fonction symétrique des solutions communes a ces équa- 
tioiiH. De pareilles quantités, susceptiblcs de recevoir des applications 
géoiiiétri(iue8 plus ou moins simples, ont été considérées par différents 
auteurs, auxquels elles ont fourni une serie de théorémes de géométrie. 

CVst ainsi que Laguekkk * a énoncé des théorémes sur le produit 

* (youiptcrt licnduH do 1'Acaduuiic des Sciouccs, toiue 60, pag. Jl — 73? 
1865. - Bulletin do la Société Philomatique, p. 14O; 1870. 
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des normales menées d'un point a une courbe, sur le produit des distances 
d'un point aux intersections d'une courbe et d'un cercle, etc. 

Un certain nombre de ces théorémes et d'autres analogues ont été 
repris par M. Elling Holst.* 

Les fonctions symétriques qui font l'objet de ces dififérentes pro- 
positions appartiennent ä une catégorie particuliére: il 8'agit toujours du 
produit des valeurs que prend une fonction rationnelle déterminée aux 
différents points communs a deux courbes^^données. Au contraire, d^autres 
resultats du méme genre sont relatifs ä Tévaluation, non d'un produit, 
mais d*une somme de fonctions rationnelles. Tel est, par exemple, le 

théoréme de Jacobi sur la quantité ^I zTTT — \ (^" -^{f^v) ^^^ ^^ ^^* 

terminant fonctionnel des polynömes /*, (p). 

Ces dififérentes recherches ont été reprises et complétées par M. Hum- 
BERT dans une serie dMinportants mémoires insérés principalement au 
Journal de Mathématiques pures et appliquées.' Plus générale- 
nient, M. Humbeut calcule, a Ta ide de la théorie des fonctions fuchsiennes, 
les intégrales qui interviennent dans le théoréme d'ABEL et dont Texpression 
perinet d'obtenir le produit ou la somme de fonctions rationnelles, étendus 
aux points d'intersection de deux courbes, ou d'une courbe et d'une surface. 

Je me propose de faire voir que tous les resultats que nous venons 
d*énumérer peuvent étre considérés comme dérivant des propriétés du 
résultant. 

24. Lorsque la fonction symétrique a évaluer afifecte la forme d'un 
produit, nous sommes immédiatement ramenés au calcul d'un résultant. 
Le produit 



* Math. Aunalcn tume II, pag. 341 — 346; ^^77- — Bull. de la Soc. Math. 
de Francc, tome 8, pag. $2 — 59; 1879. 

* Sur le Ihcorcmc (TÄbel cl quelquas uncö- de ses apjdications (jéof)i('tri(iucs, Jour u al 
de Math. pures et appliqut^es, 4® série^ tome 3, pag. 327— 405; toiue 5» pag. 81 — 134; 
tome 6, pag. 233 — 292. — Sur les courbes aycliques de dircdion, ibid. tome 5> piig* 129. — 
Propriétés des arcs des courbes algcbriques 2)lanes ou (jauchcs, ibid. 5® S(5rie, touio l, pag. 181 ; 
etc., etc. — Les théorömes do M. Humbkrt ont été démoutrés par une autre voie dans 
le Traiié des foyictions aUjébriques et de leurs intégrales do MM. Appell et Gouiisat. 
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étendu aux points d'intersection des courbes f y if est, a un facteur prés 
dépendant des terrnes du plus haut degré des polynoines fy(pjt\ 0y le 
quotient des résultarits des polynoines f, (p , F d'une part, /*, ^ , tf> de Tautre; 
et les autres fonnes que nous connaissons pour ces résultants nous don- 
neront autant de transformations du produit en question. 
Soit, par exemple, le produit 

(20) Uip{p , y) 

des valeurs prises par le polynome entier ip{x^y) aux points dMntersection 
des courbes f = o, jr -f ^^ = O- ^^"^ ^st conduit a exprimer ce produit 
par le produit 

(2.) A%fP^) 

étendu aux points d'intersection des courbes / , ^, lequel est indépendant 
du polynome entier P. 

Le rapport des deux produits (20), (21) si le résultant des termes 
du plus haut degré des polynönies /*, f^ + P^ n'en dépend pas, ce qui 
arrivera lorsque P^^ sera de degré inférieur a (f. 

Lorgque la courbe tp = o est un cercle, cette reraarque prend la 
forine sui vante: Si une courbe fixe f = o est coupée par une autre variable, 
mais dont les points å Vinfini et les points cV intersection avec un cercle (p = o 
sont fixeSy le produit des puissanceSy par rapport au cercle (p, de la courbe 
fz=z o et de la courbe variable est constant. 

25. Cest encore dans le raéine ordre d^idées que rentre le théoréme 
de Lagueure: Si par un point 0{xQ,y^) pris dans le plan d'une courbe 
f = o, on méne un cercle quelconque, le produit des distances du point O aux 
points d'intersection^ est (iRyfQ. 

On a en efifet a évaluer dans ce cas le produit 

F= n[(:x-x,y + {>f-y,y] = {2Ry"lI[{x-x,)s\ud-(j/-y^)cos0] 



^ Il y a ici un léger désaccord avec le resultat dooDé par Laguerre; cela tient 
å cc que nous supposons la quaDtité (22) (voir ci-dessous) égalc å I et dod k 2*^, ce qui 
était la suppositioD de Laguerre. La formc que nous adoptons ainsi pour f est la forme 
» normale > de M. Elling Holst (loc. cit.). 
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étendu aux pointa cl'intersection des courbes f= o, 

{x — x^y + (i/— y^y — 2R{{x — x^) sin 6 — {y — yj cos e) = o, 

ce qui nous rainéne a la remarque précédente en faisant 

y=.(x—x^y + {y—y^y, ^p = {x—x,)sin0—(if—y^)cose, P=2R. 

Le résnltant des termes de plus haut degré 

r{x , y) = a^x" + a,a;"-'y + . . . + o^y", 

x' + y' 

des polynömes f ^ if est la quantité 

(22) f\i^i)f\^,—i) = {a, — a,+a,-...y + {a,-a,^a, — ...y 

que nous supposons égale a i ; de sorte que P est le résultant des 
trois polynöines f^(p — 2jR^ , ^, ou, ce qui revient au méme, f ^ ^ y ip. 
Nous pouvons évaluer ce dernier en formant le produit des valeurs de 
{x — ^qY + iy — ^o)^ ^"^ points /* = o, ^ = o, lequel s'obtient aisément 
en posant x — x^ = /> cosö, y — y^ = psmO, et a la valeur 



r fo T 

|.Acos(?,8in#)J * 



Comme le résultant des termes de plus haut degrc des polynömes f, tfy 
est préciséinent f\coQ d , sin ö), on trouve bien le resultat annoncé. 
Une méthode semblable peut s'appliquer aux deux produits 

n[[x — x,)±i[y — y,)] 

relatifs aux points dMntersection de la droite et du cercle et, par le quotient 
de ces deux produits/ conduit au second théoréme de Laouerre: Vorien- 
tation du systéme des droites qui vont du point O aux points d" intersection 
est la méme que cdle des asymptotes de la courbe f = o. 

^ Od sait que rorieDtation B du systéme des droites allant de TorigiDe aux points 

«^*\ y(*)^ c'est h dire la somme des angles que foot ces droites avec Taxc des «, est 

donnée par la formule 

_ TT «><*> + iy"" 
11 ajiA) _ iyw • 
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26. Soit encore a trouver le produit des longueurs des sécantes 
menées du point O a la courbe /*= o de maniére a la couper sons un 
angle donné V et rorientation du systcme de ces droites. 

Les points x^^\tj^^ (Ä= i , 2,..., m') seront définis par les équations 

(23) f{^yy) = o, 

(24) [(.7^-^rjA;-(7/-?/J/;]8inF-(V: + ?/o^; + /':)cosF=o 
et nous considérerons les produits 

n[{^— ^\)±Kv — 1/0)1 

Prenons d'abord le résultant R^ relatif aux polynömes (23), (24). En 
décomposant f^{T,y) en factenrs U^^x — a^^hj et substituant a^^\ 1/^^ dans 
les terines de plus haut degrc de (24), on trouve pour ce résultant (en 
désignant par A le discriminant de f'^) 

± A sin"'Fn(a<*^' + i^*0 = ± ^ sin'»Fr(i , i)f'{i , —i). 

Nous connaissons d^ailleurs le résultant R^ pour les équations (23) et 

(25) ^ — ^0 + i^y — llo) =" o 

lequel est f^{\ , i), de sorte que nous sommes ramenés au calcul du 
produit des résultiits de substitution, dans le premier membre de Féqua- 
tion (24), des solutions coinmunes a (23) et a (25). Or, moyennant ces 
derniores, le premier membre de (24) peut s'écrire sous Vune des deux 
formes 

(26) - {x,n + y,n + /^o«'■^ 

(27) - {<r, - x.,){n + ify . 

Partons de la premiére forme: elle nous représente, ä un facteur 
prés, le résultant des polynömes f^x — rr^^+K^ — Vo) ^^' ^Jx'\' Vjy '\' f'*^ 
e'est a dire le produit /7'((;r — ^Q)'\'Hy — ;/(,)) relatif aux tangentes menées 
du point O a la courbe, multiplié par le résultant des ter mes de plus 
haut degré des polynömes /", xj'^ + yj'^ + f, , lequel est egal au produit de 
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Inf (t)« "löin P^^ ^^ produit flj des distances du point O aux asymptotes 
de f = o. Nous obtenong donc 

A/((a; - a;.) + % — y,)) = n'{x - x, + Hy - y,)) ^^;^ V f\i,-i) ""' 

La seconde forme (27) se traite par des procédés tout semblables et 
nous donne 

$y7j désignant Ics coordonnées desfoyers réels de la courbe. 

Si, dans ces formules nous changeons i en — i, elles nous feront 
connaitre le produit n{x — x^ — i(y — ^o))- ^^ multipliant, nous aurons 
le produit des longueurs des sécantes, egal au produit des longueurs des 
tiingentes, multiplié par le produit des obliques menés du point O aux 
asymptotes et les coupant sous Tangle F, ou encore a fo multiplié par 
le produit des distances du point O aux foyers réels et divisé par sin**F 
(en supposant f\i , i)f\i , — i) = i). 

En divisant, au contraire, les deux produits conjugués Tun par Tautre, 
on a Torientation du systéme de sécantes, égale a l'orientation des tan- 
gentes, plus celle des asymptotes, plus m fois Tangle F; Torientation des 
tangentes étant la méme que celle des droites qui vont aux foyers réels. 

Ces théorémes sont établis, il est vrai, dans Thypothése ou la courbe 
donnée n'a pas de point double. Mais, dans le cas contraire, les points 
doubles figureraient avec le méme ordre de multiplicité comme cxtrémité 
de tangentes, ou de normales, ou comme foyers. Ils s'élimineraient par 
conséquent des resultats. 

27. D'autres théorémes du méme type ont encore été donnés dans 
les mémoires précédemment cités. Nous les laissons de coté pour re- 
chercher si les propriétés du résultant nous permettent de calculer des 
fonctions syraétriques autres que des produits. 

Il y a tout d'abord lieu d'observer que la remarque donnée dans 
la premiére partie, n° 8, permet de ramener a la recherche d'un résultant 
Texpression de toute fonction symétrique des solutions communes a plusieurs 
équations donnée sous forme invariante. 

Ada fnathtnnUiea. 20. Imprimé le 15 septenibre 1896. 29 
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Nouft nous bornerons ici a considérer left fonctions symétriques qui 
se présentent comme la somme des valeurs que prend une certaine fonc- 
tion rationnelle aux points cominunes a plusieurfi courbefi ou surfaces. 
Ces quuntités se raménent immédiatement a des produite a Taide de 
ridentité 

(.8) ^^^_log(F+AfO. 

SnppoROTis que U et V soient deux polynömes hoinogcnes du méme 
degré p aux ivo\9. variables x^y^Zj et proposons-nous de calculer la 

somtne des valeurs de ^ aux points d^intersection des deux courbes 

/• =r o, <f = o, 

Nous devons admettre tout d'abord que V ne 8*annule en aucun de 

ces points, sans quoi la valeur correspondante de -« serait, en general, 

infinie ou indétenninée. Dans ceR conditions, le produit n{V + ÅU) 
étendu aux points (/* = o, jr = o) se calculera a Taide du produit /7jr 
étendu aux points 

(29) ' {f=o, r + xu=o). 

De ces derniers, certains seront fixes, ceux qui seront communs aux 
trois courbes /" = o, ?/ — o, V = o. Ils donneront dans notre produit 
des factours indépendants de A, lesquels ne formeront aucun terrae a la 
dérivée lognritlunique. Nous n'aurons donc a considérer que les points 
d'intersection (29) mobiles, lesquels seront, pour X tres petit, infiniinent 
voisins des intersections de f = o avec F = o, mais non confondus avec 
elles. En particulier, nous n'aurons pas a faire entrer en ligne de compte 

TT 

les point>{ ou V s'annule sans que p soit infini. 

Considcrons donc un cycle de la courbe /*=o sur lequel -p est 

infini. Les coordonnées hoinogcnes x , y y z seront données par des series 
ordonnoes suivnnt les puissances croissantes d'une variable /, nulle a 
Torigine du cycle. Soient alors 

(30) r ^ — ] = '"(''^ + ^' + • •) =^ ,^)' 
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La courbe V -\- ÅU = o aura, pour Å tres petit, k points d'intersection 
avec notre cycle infiniinent voisins de son origine, et correspondant aux 
k racines infiniment petites de Téquation (30). 

Supposons d'abord, pour simplifier, k=i. Alors la courbe V+ÅU=o 
coupera le cycle en un point ji dont le paraniétre t aura pour valeur 
principale t = — ÅA, de sorte qu'on a 

^ iQg f /^ — ^}og^dtfi -^ _ nA M 
dÅ "" dt^ dÅ" «^ -1- • • . • 

Donc le cycle en question fournira ä la quantité j)' ^^^ ternie 

egal ä — aA. c*est a dire au coefficient de - dans le développement de 

— y — 7/ ' ^^ ^ Vintégrale \ ^d\og<p prise le long d'un contour 

infiniment petit entourant le point analytique origine du cycle. 

La niénie conclusion subsiste pour une valeur quelconque de A. 
Cest ce qui peut se voir en tra9ant dans le plan de la variable t un 
cercle de petit rayon autour du point ^ = o. La somme des valeurs 

d \OQf 

^^ — 7; "^ Tf — ^"^ points racines de Téquation (30) situés a Tin- 

di 
térieur de ce cercle (et, si le cercle a été pris une fois pour toutes, les 
k points racines infiniment voisins de Torigine seront a son intérieur pour 

X sufifisamment petit) sera rinté<]crale \ — — : — å-^dt prise le 

^ ' ^ 2111 J ip^i) + Å dt ^ 

long du cercle, laquelle, pour A = o, donnera bien 1 ^(Hogjr. 

Nous constaterons le inéme fait directemcnt en posant A = v*, t est 
alors une serie en [x commen<;ant par- un terme du premier degré. Les 
k valeurs infiniment petites de t s'obtiennent en multipliant /i par les 
différentes racines A*""®* de Tunité. Si d'autre part on a 
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il viendra 






(5>) 




d log tp I d log ip dt 
dk <p{t) dt d\ogÄ 




v dt 

" kdv 


( ,* + f*-i + • • • + t + «» ^ 



..). 



<£_! 



Or tous Ics termcs de /*'(/), au tres que -— , sont des dérivées de fouctions 

rationnelles de /, et par suite, apres multiplication par t t-, ne donne- 

rönt pas de termes indépendants de v. Ils s^élimineront donc, d'aprés 
les propriétés de Téquation binome, lorsqu'on fera la somine des valeurs 
que prend Texpression (31) en y multipliant v successivemen t par les 

différentes racines A;*"* de Funité. Reste le seul terme -p^, qui donnera 

a_,; d'ou la conclusion annoncée. 



28. Nous évaluons ainsi la dérivée logarithmique par rapport a A 
du produit des valeurs de y aux points (/"= o, V + XU = o). Celui-ci 
diflfére du produit primitif par deux facteurs, une puissance de la quantité 
/jt (formule (13), n° 13, premicre partie) relative aux polynomes /", jr, 
laquelle est indépendante de X et ne figure pas dans la dérivée loga- 
rithmique, et la puissance n^"® (n étant le degré de jr) de la quantité 
analoguc relative aux polynomes /*, F+ XU. Cette derniére donnera un 
terme nC, ou C est indépendant de ^. Nous arrivons donc ä la formule 
finale 



(32) 



I^ = -8E^'-^^+«c', 



OU le signe S est relatif aux points (f = o, ^ = o), le signe S aux 
cycles de f= o sur lesquels pr est infini; le symbole j^y — ^^ dé- 



signant le résidu de yc^logj^, c^est a dire le coeflTicient de - dans le 
développement de ^ — r^ • 



V dt 



Dans le cas le plus simple, ou les cycles qui intcrviennent dans le 
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second membre sont tous ordinaires, V ayant aux origines de ces cycles 
des zéros siinples, cette formule 8écrit 

oii 2)(P, Q) désigne le déterminant fonctionnel des fonctions P, Q par 
rapport aux variables x y y, EUc correspond, au fond, a la formule (13) 
du premier mémoire de M. Humbert sur le théoréme d'ABEL.^ 

29. Il ny a pas lieu de chercher une interpretation géométrique 
pour la constante C, car celle-ci dépend du facteur de proportionnalité 
qui figure dans les coordonnées homogénes x^y^z. Ce facteur est efifec- 

tivement une serie en t qui donne un terme dans la dérivée — -^ . Mais 

nous pouvons obtenir une expression simple de C en faisant jt = F. 
Nous voyons alors que la formule (32) peut 8'écrire 



r 



7- ^Jhy Jt 



(jp étant le degré commun de U et de V). 

Ce procédé de détermination de la constante C, reposant unique- 
ment sur la disparition du premier membre de (32) lorsque ^ = (7, 
peut étre appliqué plus simplement si U se décompose en facteurs. On 
pourra alors évaluer G en rempla9ant ^ par Tun de ces facteurs.' 

En particulier, si ^ s'annulle a Tinfini, on annulera G en repre- 
sentant les cycles du second membre en coordonnées absolues (j2? = i). 
Cest, par exemple, le cas du théoréme de Jacobi, oii V est le détermi- 
nant fonctionnel D{f , ip). Comme on a 

dx dy d(f 



* Journal de Mathdmatiqucs, 4® serie, tome 3, pagc 346. 

* Dans le cas oti la courbc est représentée k laidc des fonctions fuchsiennes ainsi que 
le fait M. Humbert, on voit aisément que la constante G est égale ä la sommc des intdgrales 

-==d]og(rt + 3) dtendues aux diffdrents cötds du polynOme fuchsien, It, , . > ) 
K \ yt + o/ 

ddsignant la substitution correspondant h. chaque cöté. 
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la dififérentielle ^ rf log c? se réduit a -.- et ne devient pas infinie 

aux points V = o sauf si ces points sont des points inultiples, ce que 
lon peut toujours éviter en römpla^ant f par f -{- hip (ee qui ne change 
pas JD{t\ if)). La courbe /' + ''f = o n'a en effet pour h quelconque, 
aucun point double, ä nioins que les courbes /* = o, if = o n'aient un 
point double commun ou une branche entiere connnune, ce qui est exclu 
par la nature niöme de la question. Si donc V est de degré inférieur 
ä l)[fj<f)^ ce qui entraine C = o, la formule (32') nous donne bien 

V JL—- 

2^ D{f, if) - ^• 

30. On peut se deniander par quoi peuvcnt étre reniplacées les 
resultats précédents lorsque Fs'annulle en un ou plusieurs points connnuns 
aux courbes f = o, (p = o. 

A cet effet, on reniplacera la courbe <p par une courbe voisine jTj 
ne passant pas par les points 011 F = o, et on fera tendre tp^ vers jr. 

Si d^abord on considere un cycle de /" = o ou V s'annulle, mais 

sans que y devienne infini, on voit iminédiatcnient par ce procédé que 

Ton doit prendre pour valeur de -pr, dans le premier membre de la 

formule (32), la vraie valeur de cette quantité sur le cycle. 

Supposons maintenant que la courbe <f = passé par un ou plusieurs 

points de la courbe /* = o oii -^ soit infini et soit C un cycle ayant pour 

origlne tel point. La courbe auxiliaire f^i = o coupera la courbe f= o 
en un certain nombre de points P'* situés sur les cycles C et en des points 
P' non situcs sur ces cycles. Nous mettrons a part, dans le premier 
membre de la formule (32), les termes qui se rapportent aux points P 
et nous les ferons passer dans le second membre pour les joindre aux 

termes JHjt^ — jr-^ relatifs aux cycles C correspondants. 

Soit 

le développement de -^ sur un cycle C\ ce cycle est coupé par la courbe 
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jTj = O en /i points t^ y t^y . . . ^ f^, les paramétres <, , /^ , . . . , /,, tendent 
vers o lori^que jp, tend vers jr; de sorte qu'on a 

P(<) , Pj(<) étant deux développements en t dont le Recond a pour limite 
le premier. Le cyele C fournira a la formule (32), modifiée comme 
nous Tavons dit tout a Theure, le terme 

(33) EfCf-- + ^ +-){-<-ér-r^.--ii- +^,(0)] 






car on a, pour h < o. 



IP an t" _ » 



Lorsque ff, tend vers jf, cette quantité (33) a pour limite 

E [(^ + "-iS^ + . • •) m] - .^(o) = E (^ + • • .) i^^ 

On arriverait d'aiUeurs au méme resultat en intégrant la quantité ^ — ^-^ 
le long d'un contour renfermant les points o , t^ , t^ , . . . y t^. 

Ainsi la formule (32) fait connaitre la smime des valeurs de jz aux 
points communs aux courbes /*= o, ^ = ou cette quantité a une valeur finie. 

31. Soit maintenant dl une diflFérentielle abélienne prise sur la 
courbe f -= o, Coupons cette courbe par deux autres de méine degré n 

F = o, = 
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et cherchonft a calculer la »ömme des intégrales fdl entré les poinfs 
cl'int4jrÄectiofi de F et ceux de 0. Nous poserons a cet eflfet 

.de sortc que ;f = o sera une courbe quelconque du faisceau (F , 0\ et 
nous considérerons la courbe variable 

ip — w;f = o 

qui coupera f en un certain noinbre de points fixes ou mobiles. L'élé- 
inent d'intégrale f^dl pris entré les points (/'=o, é — Wjf = o) et 
(/^ = o, ^ — (u + fi^)x) ^^^"^ 

(34) Vdu ' "^ 



"O 



la sommation étant relative aux points d'intersection mobiles des courbes 

j r 

f = O. é — uy = O, Or la somme des valeurs de — -— en tous les 

'O 

points (/" = o, ^ — w;f = o)» sauf ceux ou cette quantité est infinie (les- 
quels appartiennent, bien entendu aux points d^intersection fixes) est égale 

a nC, plus la somme des résidus, par rapport aux cycles de f ou — j 

est infini, de la quantité 

df d \o^{</f — Ii/) — /'/' <ff — «/' 
^ M\ dt "" v^'> — ^7 v'' — '»'/ ' 

en désignant par i', ^', etc, les dérivées jr , -jt j etc. 



+ nC. 
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De la fraction —, ^ nous retrancherons le terrne ^. On a 

4' — n X 



(36) SE -7^^^^ + ^^ =i:'-7k' 

la somme 2" étant relative aux points (/" = o, ;f = o) oii est fini. 

Panni ceux-ci iigurent les points communs a la courbo f et au faisceau 

{(piX)' ^^^ points disparaitront donc dans la soustraction des formules 

dl 
(3S)i (36). Mais la quantit^ "T7V ^^* TiuUe pour / = o, ^4=0, a moins 

<?) 

que ^dl ne soit infini, hypothése que nous pouvons écarter, puisque / = o 
est une courbe arbitraire du faisceau {F , 0). Il vicndra en conséquence 
pour le coeflficient de du dans Télément d'intégrale (34) 

(37) t; = 8E(-j^§' 

^ X "^ 

(a cause de Tidentité —, — JZ^=4--l.zÄ — rZ^^ 

Gette formule (37) n'est autre que la formule fondamentale (3) du 
mémoire de M. Humbekt.^ A cause de la disparition du facteur ^>'x — 4^x'j 

la somme du second membre s étend aux seuls cycles de f ou — de- 



dt 



vient infini. 



32. Nous venons d^obtenir le coefticient de du\ mais rien n^est plus 
aisé que d'obtenir Vintégrale elle-méme. Il est clair en effet que dans 
la formule (37) nous avons le droit d^intégrer par rapport a u sous le 
signe E, ce qui nous donne (en intégrant de w, a u^) 

(38) «=-8E(i'log5). 



* Journal de Mathéniatiques, 4^ serie, toroe 3, page 334. 

Ada mathematica. 20. Impriiné le 16 9eptembre 1896. 30 
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33. Il est ä remarquer que noiis n'niirions poiiit pii poser ip=:F, 
^ = ei conaidérer la courbe F — u0^o, u variant de o a od; cnr 



/dl 
di 
'7- 




1'intégrale I -; du est infinie avec w, On se convainc aisémeiit que 

les termea infinis disparaissent dans la sommation. Cest ce qui explique 
comment cetto difficulté a pii étre écnrtée par l'arlifice simple dont nous 
nous sommeB servis. 

34. Nous nous Bommcs ju8qu'ici occupés de courbes planen. Mais 
tout ce que nous venons de dire s'applique mot pour mot aux courbes 
gauchcs. 

On considérera alors rintersection des trois surfaces /j =0, f, = o, 

jp =1 o et Ton obttendra pour la somme des valeurs de y en ces points 
une formule toute semblable ä la formule {32), et 011 figureront les cycles 
de la courbe (/", =0, /", = o) ou y devient infinie. (En particulier on 
deduira de cette formule le théoréme de Jacobi généralisé nu caa de 
trois équations.) 

Cette formule, ctablie pour les courbes qui sont intcrsection complcte, 
3'étend immédiatement aux courbes gauches algébriques quelconques piiis- 
que toute pareille courbe devient une intersection compléte lorsquon lui 
adjoint une ou plusieurs droltes, auxquelles la proposition est applicable, 

On pourra en particulier généraliser le théoréme de Jacobi ä Tin- 
tersection d'une courbe gauche algébrique quelconque et d'une surfaee. 

La formule (32) étant une fois démontrée, les déductions qui suivent 
subsistent sans modification et il est clair quu lon pourrait raisonner de 
méme pour les courbes algébriques définies dans une espace ä un nombre 
quelconque de dimensions. 

35. Nous n'avons pas ä développer les nombreuses applications des 
formules (32), (37) et (38}, leaquelles ont été traités dans les mémoires 
précédemment cités de M. Humbert. Nous dirons simplement un mot 
d'un cas sur lequel ce géométre n'a pas insisté spécialement, celui des 
irilégrales prises le long d'une courbe fermée. Dans ce cas, la quantité 
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log^ (Ic la formule (38) devra évideinuient étre remplacée par un mul- 

tiple de 2i;r. 

Soit, par exemple, une courbe F de degré 2m composée de m parties 
fennées 1\ , I\, . . . ^ F^ a rintérieur desquelles peut passer une mémc 
droite. Par cette droite on pourra faire passer un plan mobile qui 
coupera chaque branche fermée en deux points. Lorsque notre plan 
aura accompli une demi-revolution, les points mobiles auront ä eux deux 
parcouru la branche entiére sur laquelle ils se trouvent, dans un sens 
déterminé. 

Soit maintenant dl une différentielle abélienne qui ne devient infinie 
en aucun point réel de notre courbe: les formules précédentes nous per- 

mettront de calculer la somme S des intégrales Jdl prises le long des 

m branches. 

Prenons pour axe des x la droite 1), Pour éviter un inconvénient 
analogue ä celui que nous avons signalé au n*' 33, nous prendrons notre 
plan mobile sous la forme 

ysinO — z cos ö = o, 

oii variera dans un intervalle egal a tt. On aura alors pour element 
d'intégrale 

(35) my i!^4> = 4öE '-^^^^ »"■';-'■"''' + o 1. 

^*^^^ ^-' ydz — zdy L^'^''^ V^ — ^y y sm ^ — z cos ä J 

N0U8 avons donc a intégrer la dififércntielle d0- — ^—^ dans un 

° y sm — z cos a 

intervalle egal a tt ou en posant tgO = u, a intcgrer 



(40) / 



y'u — z du 



yu — z i + n' 



— «o 



Cette intégrale, au facteur 2é;r prés, s'obtient en prenant le résidu de la 
quantité sous le sigiic f par rapport au point i^ = i et y ajoutant le 
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rc£iidu rclatif au {)oint u = - si le coefficieiit de * dans cette derniére 

quantité est positif. I^ résidu relatif k u = i fournit ä Tiiitégrale de la 
quantité (39) le tenne 



'^SE^^i^liogö + <')■ 



Icquel, ajouté a la quantité Ctt provenant de Tintégration du ternie constant 
Cy donne unc soinme égale ä 






'^/•.fT^-o y^^ — ^dy 



z ,, ^ y^ — ^y 



Le résidu de Tintégrale (40), relatif au point w =-, étant , , , on 
voit qu'il vient siinplement 

s = 2i^S'E^, 

la somme S' étant étendue aux infinis de Tintégrale tels que le coefiFi- 

cient de i dans le rapport - en ces points soit positif. 

L'intégrale 1 devicnt infinie en 2/1 points P^jQ^fP^jQ^y ..., P^j Q^u 
imaginaires conjugués deux a deux. On voit que Ton doit faire entrer 
dans la formule (41) le résidu relatif a un des points de ehaque couple, 
les points P^ , P^y . . . j P^ par exemple. 

36. La droite D n est assujettie qu a la eondition de traverser cha- 
cune des parties fermées 2^^ , -T^ , . . . , 2'^ de i'. Si donc 22 est une region 
continue de Tespace, de ehaque point de laquelle on voit ces courbes 
fermées sous de c6nes ayant a leur intérieur une partie commune (region 
limitée par des portions de développables circonscrites a ces courbes), la 
droite I) pourra prendre une position quelconque a Tintérieur de cette 
region. 

Il est clair ä priori que le choix des points P^ , P^ j , . . y P^^ ne doit 
pas étre influencé par une semblable variation de position de D. Cest 
ce que Ton constate de la maniére suivante. 
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Soient a , y9, ;* , L , ilf , ^ les coordoniiées pltickériennes de D, rap- 
portées ä des axes quelconques. Comme dans le numéro précédent on 
suppose qu'il a été choisi un sens sur i), ces coordonnées doivent étrc 
regardées comme dcfinies a un méme facteur posilif prés. Les anci- 
ennes coordonnées y , 2 seront remplacées par des polynåmes du premier 
degré ax -^ by -{- cz -}- dty a'x + b'y -\- c'z •}- d't tels que les déterminants 
be' — cb\ ad — ca\ . . . soient proportionnelles, avec un facteur de pro- 
portionnalité positify aux quantités a , y9, etc. 

Considérons d'autre part un couple de points P^ , Q^ imaginaires 
conjuguées, situés a distance finie ou ä Tinfini, dont les coordonnées 
homogénes sont x + x'i^ y + i/'i, z + z'iy t + t'i. Par ces deux points passé 
une droite reelle Dj, et au choix de Tun des points Pj, Q^ par opposition 
a Tautre correspondra le choix d'un sens sur cette droite: le sens positif 
par rapport auquel le segment qui va du point choisi ä Tautre aura la 
partie imaginaire positive. On obtiendra les coordonnées de la droite />j, 
prise dans le sens en question (si Ton a choisi le point 

F^{x + x'i,y + y'i,z + z'i,t + Vi) 

par opposition au point Q^{x — x'i , y — y'i , z — z'i , t — t'i),) en divisant 
par i les déterminants {x + x'i){t — t'i) — {pc — x'i){t + t'i), etc* 
Le coefilcient de i dans le rapport 

a(x + xi) + b'(y + y't) + c{z + zi) + d'{i + ii) 
a(« + xi) + b{ij + yi) + c{z + zi) + d(t + ii) 

est egal, ä un dénominateur positif prés, ä Texpression 
(42) olL^ + pM, + rN, + a,L + (i^M + y.N, 

expressiou bien connue dont le signc dépend du sens de rotation d^une 
des serai-droites D, D^ par rapport a Tautre. C*est donc cc sens de 
rotation qui décidera du choix du point P^. 



* En effet cette conclusioa est vraie pour i ± ii =z i^ et d'autrc part, les sigacs 
dcd déterminants ne sont pas altdrös si on niultiplie les quatre coordonnées des deux 
points P, , Q^ par deux (][uantités imaginaires conjuguées Tunc de Tautrc, 
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D'ailleurs ce sens de rotation ne varie pas par le déplacement de 1) 
ä rintérieur de la region iJ, car la quantité (42) ne devient nulle que 
si les droites D , I)^ sont dans un méme plan: ce qui ne saurait arriver, 
puisque ce plan couperait la courbc 2\ de degré 2m, en 2m points 



réels et 2 imaginaires. 
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SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE PESANT 
SUSPENDU PAR L'UN DE SES POINTS 

PAR 

B. LIOUVILLE 

å PARIS. 



Le inouvement d'un corps solide pesant, dont un point reste fixe, 
peut étre regardé comme défini par six équations diflférentielles, de forrae 
simple et symétrique; on en a depuis longtemps obtenu trois intégrales 
et le multiplicateur, ce qui réduit tout le probléme a la recherche d'une 
intégrale unique. 

Cependant on ne connut, jusqu'en ces derniéres années, qu'un seul 
cas de réduetion aux quadratures, celui qui se présente quand le centre 
de gravité du solide se trouve sur Tun des axes de lellipsolde d'inertie 
relatif au point de suspension. Indiqué d'abord par Lagrange, puis 
étudié par Jacobi, il a été traité par Halphen d*une fa9on compléte. 
[Fonctions élliptiques, tome II, chapitre 2 et 3.) 

Cest seulement en 1888 qu'un nouveau cas d'intégration fut trouvé 
par M™® de Kowalewski, dont le mémoire sur le sujet re9ut Tun des 
prix décernés par rAcadémie des Sciences de Paris. Quelques nnnées 
plus tärd, Téminent géométre avait obtenu des resultats plus importants 
encore, inais la mört Vempécha de les publier et c'est par une note, in- 
sérée en 1892 dans un ouvrage de M. Poincaré que le monde savant 
fut averti de la découverte faite par Sophie Kowalewski. 

»Je crois savoir», disait M. Poincaré, »que M'"® de Kowalewski a 
découvert de nouveaux cas dMntégrabilité. Les notes qu'on a retrouvées 
apres sa mört sont malheureusement insuiFisantes pour permettre de re- 
constituer ses demonstrations et ses ciilculs.» En méme temps et, comme 

Ada mathåmatiea. 20. Tinprim^ le 16 spptenibre 1696. 
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conséquence accessoire d'une de ses théories, M. Poincaré dcmontrait 
rimpossibilité d'une nouvelle intégrale algébrique, si Tellipsolde d'inertie 
relatif au point fixe ii'est pas de revolution. 

Dans le Mémoire qui va suivre, je me suis proposé de déterminer 
tous les oas dans lesquels le probléme de la rotation admet une quatriéme 
intégrale algébrique. Mes recherches, entreprises en vue d'un concours 
pour le prix Boudin de 1894, étaient a peu prés terminées lorsqu^une 
indication fut donnée par MM. Appell et Poincaué dans »rintermédiaire 
des mathérnaticiens» (mars 1894). Il en résultait que la méthode employée 
par SoPHiE KowALEwsKi dans Tétude de cette méme question était celle 
qui a été obtenue par M. Bruns (Acta mathemati.ca, tome 11, 1887) 
et dont ce savant a déduit une proposition importante concernant le pro- 
bléme des trois corps. 

Le temps jn'eiit fait défaut pour entrer dans cette voie et celle que 
j*ai suivie en est tout a fait distincte. Je crois cependant qu'un essai 
fait en vue d^utiliser la méthode de M. Bruns présenterait un veritabla 
intérét, car si lon voit sans peine qu'elle se préte a la recherche de 
conditions nécessaires et par suite a la demonstration de théorémes né- 
gatifs, il semble au contraire plus difficile d'en conclure des conditions 
suffisantes, a moins de posséder Tintégrale elle-méme. 

L'étude des intégrales algébriques des équations de la dynarnique 
peut étre considérée a deux points de vue différents: ou bien, le pro- 
bléme n'est pas déterminé et Ton se propose de le choisir aiin qu'il 
admette une intégrale algébrique, de degré donné; ou bien, le probléme 
est Tun de ceux qui se posent naturellement et Ton veut savoir s'il 
existe une intégrale algébrique, quel qu'en soit le degré. Dans ces deux 
catégories de questions, les difficultés ne sont nullement les mémes; c'est 
a la seconde que se rapporte Tobjet de ce travail. 

Apres avoir remarqué que les équations diflférentielles du probléme 
jouissent d'une homogénéité particuliére, j*en déduis sans peine une pre- 
miére conséquence, c'est que M'il existe une quatriéme intégrale ration- 
nelle, on peut toujours la supposer entiére» (§ i). Le polynöme qui la 
représente doit étre ordonné d'une certaine maniére, indiquée par la 
forme méme des équations a résoudre; je donne alors le mode de con- 
struction de ses premiers termes et je montre que tout consiste dans 
Tintégration de ccrtaines équations différentielles linéaires. Avant dVn 



Sar le mouvenient d^un oorps solide pesant suspcndu par 1 ud de ses points. 24 1 

continuer Texamen, je suis conduit k signaler deux systéines invariants, 
symétriques Tun de Tautre, chacun d'eux composé de trois équatioiis; 
je calcule 

i*^ les Solutions qui s^en déduisent et qui dépendent de trois arbitraires, 

2^ les Solutions infiniment voisines des précédentes, données aussi par 
des formules assez concises. 

Il eonvient d'observer d'aillcurs que cet ensemble de resultats n'im- 
plique aucune condition spéciale ä reinplir, soit par Tellipsolde d'inertie 
du solide relatif au point de suspension, soit par la position du centre 
de gravité de ce solide dans le volume qu'il oceupe. 

Les propriétés des solutions simples ainsi définies sont Tun des ele- 
ments dont je me sers pour établir ä la fois les conditions d'existence 
d'une quatriéme intégrale algébrique et la possibilité d en abaisser le 
degré au-dessous d'un nombre assignable. Mals je dois d'abord donner 
quelques explications nouvelles sur les termes des divers ordres qui 
appartiennent a cette intégrale et sur leur construetion successive. 

Il est aisé de constater que, non seulement le premier ordre, mais 
chacun des ordres est composé de termes qui sobtiennent en intégrant 
des systémes d*équations différentielles linéaires, a scconds mcmbres. Ces 
mémes systémes, rendus homogénes, sont tous intégrables sans nuUe diffi- 
culté. Le nombre des inconnues a déterminer croit avec Tordre auquel 
ils correspondent, cependant la relation qu'ils conservent avec le premier 
d^entre eux est des plus simples et sufTit a justifier les formules définitives. 
Celles-ci donnent en general les termes d'ordre n dans Tintégrale, quand 
ceux d ordre n — i sont déja trouvés; toutefois, des exceptions aux réglcs 
ordinaires peuvent se presenter, si deux variables, qui figurent comme 
inconnues dans les équations différentielles du probléme et comme para- 
métres dans les systémes linéaires précédents, sont dans des rapports 
faisant partie d'une serie de nombres commensurables. Ces cas excep- 
tionnels résultent, soit de ce que Tun des systémes linéaires admet une 
équation caractéristique dont les racines ne sont pas distinctes, soit de 
ce que les quadratures, exécutées sur les seconds membres des mémes 
systémes, introduiraient des logarithmes. Or il peut arriver qu*aucune 
singularité n'apparaisse, méme si Tune ou Tautre de ces circonstances se 
rencontre; Thomogénéité dont on a déja fait usage, jointe a une symétrie 

Aeia matfmnatiea, 20. Imprimé le 31 octobre 189G. 31 
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bien visible, montrent qu'alors Tintégrale existe. La question tout entiére 
8'est donc réduite ä ceci: 

En profitant des arbitraires dont on dispose, est-il possible de suppri- 
mer les singularités dans tous les oas exceptionnels? 

Les arbitraires dont il s'agit sont des polynömes entiers et homogénes 
de deux variables; Tun constitue le terme d^ordre zéro dans Tintégrale 
cherchée, les autres appartiennent aux termes d'ordre pair et résultent 
des integrations successives. Or on demon tre que, s'ils ne permettaient 
d^éviter les singularités dans la construetion de Fintégrale, les forniuleg 
définissant les Solutions simples ne devraient aussi donner lieu qu'ä trois 
combinaisons algébriques. Les conditions ä satisfaire pour en établir quatre 
sont donc celles d'ou dépend Fexistence de Fintégrale elle-mérae. L'une 
d'elles est que le centre de gravité du solide soit situé dans Téquateur 
de Tellipsolde d'inertie relatif au point de suspension. (D^aprés un théo- 
réme de M. Poincaré, il a fallu dabord supposer que cette surface est 
de revolution.) 

La derniére condition, c*est qu*en désignant par -7 et -^ les carrés 
des axes de Tellipsolde, le premier axe situé dans Téquateur, le second 

20 

perpendiculaire a ce plan, le rapport —r soit un nombre entier, qui peut 

d^ailleurs étre quelconque. 

Ainsi sont résolues les questions relatives ä la possibilité du probléme; 
celles qui touchent au calcul eflfectif de Tintégrale exigent de nouveaux 
eflfortfl. J'ai dit en eflfet qu'au cours des operations certains polynömes 
entiers et homogénes sMntroduisent comme arbitraires. Leur definition 
est une conséquence immédiate de la théorie, mais les moyens directs de 
les déterminer doivent étre regardés comme impraticables. Jje premier 
de ces polynömes et le plus important est le terme d'ordre zéro dans 
Tintégrale cherchée; c'est surtout afin de Vobtenir qu'ont été rassemblées 

les matiéres du § 7. 

G 
Sans rien supposer au sujet du rapport -j, j'indique d'abord certaines 

series representant formellement les inconnues du probléme et douées de 
convergence sauf en des circonstances spéciales. Leurs termes sont déduits 
les uns des autres d*une fa9on simple et, tandis que pour construire une 
intégrale, on devait résoudre des systémes linéaires, a seconds membresi 
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fornriés d^équations de plus en plus nombreuses, les systémes linéaires qui 
s'oflFrent ici ne se composent jamais que de trois équations et leurs seconds 
membres seuls différent; rhoinogénéité procure encorc des données géné- 
rales sur les forniules définitives. Ces derniéres ctablissent la possibilité 
de représenter la quatriénie intégrale algébrique, dans tous les cas oii 
elle existe, par le produit de deux polynånies cntiers et honiogénes, dont 
Tensemble est symétrique. Rien ne donne a penser que Tintégrale ait 
80U8 cett^ forme son moindre degré; mais si celle-ci est choisie, le degré, 
toujours pair a cause de 1'hoinogénéité, doit devenir un multiple de quatre et 
le terme d'ordre zéro dans Tintégrale est un carré parfait; deux de ses di- 
viseurs sont immédiatement eonnus; pour les autres, certaines propriétés de 
Tintégrale et des series précédentes donnent une expression simple qui les 
comprend. Il y figure deux nombres entiers, dont la détermination 
precise est la principale difficulté qui reste ä surmonter pour obtenir 
rintégrale elle-méme. 

Le dernier paragraphe renferme quelques indications sur ce sujet, 
mais concerne surtout les intégrales uniformes; jespére pouvoir revenir 
ä bref délai sur cette qucstion. 

J'ajouterai en terminant qu'une méthode, analogue ä celle que j'ai 
employée dans ce travail, m'a pennis d'étudier les cas d'intégration algé- 
brique dans un probléme fort diflférent; il s'agit du mouvement d'un solide 
invariable mobile-, sans forces accélératrices, dans un liquide indéfini. Les 
équations diflférentielles qu'on rencontre alors n'ont que des analogies 
assez vagues avec celles de la rotation des solldes; je n'ai eu cependant, 
pour les traiter, que peu de modifications a faire ä Tanalyse qui va suivre. 
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§ 1. LUntégrale cherchée, 8*U y en a une algébrlque, petU étre 

niise sous fornie entiére. 

Le inouvement d'un corps solide autour d'un point fixe peut se dé- 
tenniner, on le sait, a Taide des équations suivantes, quand rellipsolde 
d'inertie relatif a ce point est de revolution, 

(i) C^ =/xx^cos£y A^=Å — c, 

dx, dx^ dx. 

-1 = rx^ — qx^ , -^ = px, — rx, , ^ = qx, — px^ ; 

p, q^r sont les eomposantes de la rotation instantanée suivant les axes 
de Tellipsolde, 'j= la longueur de Fun d'eux, celui qui est perpendiculaire 

a Téquateur, -7= est celle de Tautre, contenu dans ce plan; /£,e sont 

deux paramétrcs, dont la valeur définit la position du centre de gravité 
du corps par rapport au point de suspension. Quand le dernier, s, 
s'évanouit, le centre de gravité est situé dans Téquateur de Tellipsolde 
d'inertie relatif au point de suspension. 

Si le systéme (i) admet une intégrale algébrique, outre celles qui 
existent dans tous les cas, il est aisé de comprendre qu'il est permis de 
la supposer rationnelle a Tégard de x^ yX^jX^ ^pjq jT et fi. J'ajoute 
qu'elle doit exister, quel que soit /i, car en reinpla9ant x^ , x^ , x^ par des 
inconnues nou velies 

les équations (i) se changent en celles qui correspondraient a /£= i. 
Ces équations jouissent d'une homogénéité particuliére; quand on inultiplie 
PfQy^y par une constante Ä, t par k"^, ^i>^3>^8 par k^, elles ne sont 
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pas altérées. Toutc fonction ip possédant cette hoinogénéité satisfait a 
la relation 

dans laquellc m est son degré. 
Soit 

s 

la fraction rationnelle qui doit constituer, pour le systéme (i), une qua- 
triéme intégrale indépendante de ty en sorte que B et S soient des fonc- 
tions entiéres des inconnues, et du paramétre /£• Il est clair que Tex- 
pression 

It ^ id^^^^^^~f^^ ^*^^) + Ia^(~ ^iP^ + f^i sms—fix, coss) + ..., 
doit étre divisible par R. Il y a donc une identité telle que celle-ei 

(3) f - A«, 

oii X est un polynöme entier. Je puis toujours imaginer que JR soit une 

fonction, douée de rhomogénéité indiquée et dont le degré soit mJ --rr 

posséde alors la méme hoinogénéité et son degré est m+ i- Par suitc, 
X est horaogéne et de degré i; mais c' est une fonction entiére de p,g,r, 
x^jX^yX^; il est donc nécessaire qu elle soit de la forme 

(4) ^ = KP + ^i9 + K^'y 

X^jÅ^jÅ^ étant des constantes. Comme conséquence, k ne peut renferiner 
/£, car il contiendrait alors x^,x^yX^j dont ce paramctre est inséparable, 
ce qui serait contraire ä Téquation (4). 
Soit 

(5) R = R,+Rji + ... + R^;jL\ 

R^yR^y ..., R^ étant indépendantes de /n; Ji^ , Ji, , . . . , iJ„ sont homogénes 
a Tégard des variables x^ jX^^x^j considérées séparément. La premiére 
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d'entre elles, R^, ne dépend donc que de Pfq^r; elle vérifie de plus la 
eondition 

dl ~ '*"' 
c'e8t a di re 

(6) ^^'^^-^^>^'" = ^oiKP + K9 + Kr)- 

Quand p^ + q^ reste constante, il faut, en vertu de Tégalité précédente, 
que B^ devienne une fonction de p, satisfaisant a Téquation différentielle 



ou bien 



4^'logB.-A,p] = i^ + V^ -^rf^ + Vf. 



OU encore, en posant p' + y* = a*, 

(8) ä[éflogB.-X,p + K,]=^.- 
On en conclut 

(9) -j- log Jio — KP + Ki = Ki^ log iP + i V«' -P') + ^ log (?, 

<? étant une fonction de p' + g' et de r. 

Or B^ doit étre exprimable algébriquement et comnie A^ , X^ sont 
des constantes, facteurs de ter mes ou n'entre pas r, 

(10) K=K =0; 

de plus, -j^ est un nombre rationnel e. La conséquence est que 

(10) A, = ^. 

Si donc il existe une fonction B vérifiant Tidentité (3), il suffit d'y 
changer i en — i pour avoir une autre fonction, Sy pour laquelle la 
méme identité soit vérifiée, a moins cependant que B soit une fonction 
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reelle. Dans ce dernier cas, e ne peut étre que nul et R est elle-méuie 
une intégrale entiére; dans le premier, le produit RS satisfait ä la con- 
dition 



dt 



= O 



et, par suite, fournit encore une intégrale entiére. 



§ 2. CalctU des premiers termes apparten ant ä IHntégrale, 

lorsqu*elle existe. 

Des relations (9), (10) et (11), § i, on déduit que JB^ s'exprime ainsi 
(i) Äo =/>(!> + i?)% 

p ne contenant que r et p* + ?'• Chaque terme du développement (5), 
§ I, satisfait évideminent ä Téquation suivante, 

En outre, 

I** Bi est une fonetion homogéne, de degré i par rapport aux va- 
riables x^^x^^x^, considérées comme formant un groupe distinct; 

2^ elle satisfait aussi, en vertu d*une autre homogénéité, ä Téquation 

(2) du paragraphe précédent, c'est ä dire, dans le oas actuel, ä celle-ci, 

, X 3ff< . dRi , dRi , dRi , dRi , dRi ^^ 

(3) P— + Q — +r-T- + 2X. h 2rr, — -• + 2x^ r— = w?B/, 

ces deux conditions jointes exigent que Ton ait 

dlli , dRi , dRi / VT, 

(4) i^-^ + «/-^+^-^=(^-^OA-; 

en d^autres termes, Ri est aussi homogéne a Tégard des variables p, g, r, 
constituant un second groupe séparé; le degré de cette homogénéité est 



. .ndftW^ "^ Mte \so\e^ «. ^o, 



^ 






^b;;, 
9"^ 









o. 






At"»*^^ 1>^^ APS cotv*^^"^^^*' 

■ et r covo^"^ ^^^ 



t^l «»> .B 2*2^ tiv \ 
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a cause de lexpression trouvée pour c, 
elles deviennent ainsi 



A dy 



— P\ + -fh + -TXT stns-rr^ ^ose-?d^ =Of 



^'^ .4 dy, y,^' 2y\^' y;+i L 2Car AdyJ 

A^djH_ , ö; v — v i coseraB, 3B,-1 _ 

Je conflidére le systéme linéaire, adjoint au précédent et homogéne, 



avj" Av[ Ato ,, 

Il est satisfait, si je prends 

avec la condition 

(,o) (J,f+,)[.-^(^+^)(Af+»-^)]-o, 

c' est a dire qu'on en connait trois solutionR généralement distinctes. Or 
chacune d'elles donne lien a une identité telle que celle-ci, 

A r fJ 



+é-H'' 



^^0 .^o.^^o\ 



sm e— — ^^ cose 



Ady^ 2Cdr/ 



, /./ ^B, . a/?, \ , ,,, /aB, aB„ \i 

*\ 2Cdr AdyJ^ ' \Ady^ Adyjj ' 

Aeta mathemaliea. 20. Impiimé le 3 iiorembre 1896. 32 
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de laquelle se déduit par une quadrature rexpression 

(12) t;>; + t;;>;' + <>;"; 

Corame d'ailleurs, d'aprés (i), 

(13) Ro^pyU 

Ton voit, en donnant k M \a valeur — i , que la dérivée 

^ {ViPi + v, pi + Vi />i ) 

contiendrait un terme en yr^ et Texpression (12) elle-méme un logarithme, 
ce qui est inadmissible, si Ton n'avait 

(14) ep sins = o. 
En conséquence, ou bien 

(15) 8in£ = o, 

ou bien c = o, cette derniére hypothése signifiant que le polynöme R 
serait une intégrale indécoinposable. 

Je calcule, ä Taide des relations (10) et (i i), les trois déterminations 
de la somme v[p\ + vY p[' + v[" p^ ' et supprimant dans chacune d^elles la 
facteur yf qu'elle contient, j'aurai pour définir les trois quantités 

trois équations linéaires, ou les inconnues sont multipliées par des facteurs 
constants. On a donc 

(16) p[ = a+jSy,+ryl y?/>;' = a'+/5'y.+/"y?, yi/>:" = a"+ry.+r'>!» 

a, ^,...,7'" désignant des constantes, c est a dire des fonctions de ce> et r, 

qu*il reste ä construire. EUes sont données par le systénie (7), dont 

on déduit 

-- cos £ dp 

a" — 2ar = -77- ^, 

C dr 
(17) -±a ^aya + a=-^[ep + a>£), 

2(^ — i)ra' + toa" = o; 
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(i8) a)p — ^= o, 

2y-j^ — \)ry + r" = o, 

. ,, cos e do 

Avant de résoudre ces équatioiis, j*ai a faire uiie reinarque tres simple 
sur le systéine difiFérentiel ((i) § i), duquel dépend tout le probléme. 
Et d'abord, j'introduis eommc inconnues y^^y^y ä la place de p,j; puis, 
au lieu de x^ ^x^^ 

^1 = x^ -f- IX^ 9 z^ = x^ — tx^ j 

enfin^ je prends pour variable r= it. Cela fait, le systéine indiqué devient 

Ädy Alf' \ ^«i 

"dT ^ ~ ^i^^i + f^^^^ ^*" ^ — ^', cos e), ^ = 0^3^, — rz, , 

/ \ ^^/^2 Alf • \ ^^t 

(^^) "^ ^ ^i^*^3 + ^(^3 c^s ^ — ^^ Sin e), ^ = rz^ — x^y^, 

20dr , . 2dx^ 

-^ = /£COS£(^,— ^J, -j- =y^z, —y,z,. 

Quand on y permute y^^y.^ et z^yZ^j sans toucher ä x^ ni r, il suffit 
de changer r en — r, pour qu'il se reproduise lui-niéme. L'intégrale ii, 
ne contenant pas r, doit donc étre syinétrique en y^^y^ et z^yZ^j ce 
qui exige, puisque y^y^ = a>, 

(21) OL = fy ol' == r^\ ol" = fwy ^io = p. 

En tenant compte de ces identités, les relations (19) se confondent toutes 
avec (17) et, posant pour abréger, 

(22) A = ^ + r'(i-^) 



y 
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je trouve, en les résolvant 

Comme a, a', a" doiveiit étre des polynömes entiers en w et r, on voit 

que Texpression suivante 

rdp A dpi 

Ido) 2Gr dr A ^ 
est divisible par A. 

D'aprés les resultats établis § i, Ton peut toujours faire en sorte 
que e soit egal a zéro; cette supposition étant faite, la différence 

dp A dp 

do) 2Cr dr 
s*évanouit avec A. 

Quant aux coefficients yS,/?', y9", on ne peut les déterminer d*une 
fa9on compléte par les relations (i8) et il est aisé d'en apercevoir la raison. 



% 3. Ettide d'une Holutlon jmrticuUére retnarquable^ 

Les équations (20), § 2, aduiettent deux solutions particuliéres simples, 
qui méritent d'étre signalées. Je suppose qu'ä Torigine du mouvement il 
soit satisfait aux conditions 

(i) y^ =z^^x,=o, 

manifestement invariantes. Pour les trois autres inconnues, voici les équa- 
tions a vérifier 

dr 

(2) 2Cj^ = fie^cose, 

dz^ 
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Leurs intégrales 8'aper9oivent sans difficulté: celle des forces vives est la 
suivante, 



(3) Gr — fiz^ cos s = H, 

ou H désigne la constante arbitraire; la premiére équation différentielle 
devient ensuite 



^«, ^«, AyJH + /jiz^ cos e ' 



et Ton en peut conclure 



(5) y^=—ixyjC^mezt ^ "^^^ 



Zi \JH + f^^i cos e 
de plus, a cause de la 3"® équation (2), 

ce qui achéve rintégration. 

Une seconde solution, symétrique de la premiére, s'obtient en suppo- 
sant y, = -2? j = iCjj = o. 

Il iinportc de posséder les solutions infiniment voisines de celles qui 
préeédent; ä cet effet, pla9ons-nous dans le cas défini par les conditions 
(i) et soient représentées airisi 

Vi+Vi > V-t + Vi > r + Vi y ^1 + ^i » ^i + ^» > ^. + ^» » ' 

les valeurs des inconnues, infiniment peu différentes de celles qui satis- 
faisaient a ces conditions : 37, , 7, , . • . , ^j sont déterininés par le systéiiie 

A^ =-^,ny, +/i(f, sin s — ^3 cos e), Ji^^r^^^ 

(7) ^d7= A(^»+2'878)-/*(f»8ine-e,cose), ^= r^, + M. -^'j^. » 
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niais celui-ci admet des intégrales évidentes 

(8) Ä{y,^,+z^rj^) + 2Cr^^=p, 

^y^Vi + 2 ^^^3 — A^(fi + fj cose — 2/1^3 sin s = ;-; 

et, comme des deux premiéres on déduit 
cela perraet d'écrire 

(id) ^ = -n[ f^^^^ A] 

^ ' dz^ ^'L2(ff + //«, cose) AzJ 

ou bien encore 

(II) ^1 ^=^^^1 = ^-^"^ r ^«'--'°--/^<^- i+,ooss.yJ. 

*^^, [ V/f + /iz, C08 ej 2(£/ + fiz^ C08 e)^ L ^ J 

La derniére des formules (8) donne entré -q^ et f^ une relation connue; 
la troisiéme équation (7) raméne donc aux quadratures le calcul des So- 
lutions cherchées. 

Panni les conséquences a tirer de ces resultats, on remarque d'abord 
les suiyantes: 

I**. Entré les inconnues 

7i > y» + ^2 » *" + 373 , f 1 , ^, + f, , fg , 

y^ y ^2 ^^ ^' étant définies par les équations (2), il doit exister des rela- 
tions algébriques, au noinbre de quatre. Les formules, qui déterininent 
7i>72)--?C8 et dans lesquelles n'entre pas r, doivent donc renferraer 
une seule transcendante irréductible; j'entend8 par la qu'il ne peut y 
figurer deux fonctions transcendantes, si Tune ne dépend point algébrique- 
ment de Tautre et de f^ ou de z^. 
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Or, a cause de (5), rj^ contient a la fois les trois intégrales 





Zi dz^ 



(ff + /iz^cosey 



la premiére et la troisiéme multipliéea par un facteur qui sannule avec 
sine. Il est clair qifaucune réduction n'est possible, par exemple entré 
les deux premiéres de ces transcendantes. Il est donc nécessaire que sine 
s'évanouisse. Il y a iine exception évidente, relative au cas de Lagrange, 
pour lequel coss est egal a zéro. 

En d^autres terines, hormls ce cas, le centre de gravité doit étre 
dans Téquateur de Tellipsotde d'inertie relatif au point de suspension. 

A 
2^ En outre, -j^ est un nombre rationnel; s'il en était autrement, 

zf serait une fonction transcendante et entrerait dans lexpression des in- 
connues, sans étre algébriquenient réductible aux transcendantes qui 
Taccoinpagnent. 

3^ Ces hypothéses étant faites, les équations du probléine deviennent 

(12) 

dz dz^ dx^ 

^ = ^zVi —^^xy jf = rz^—^zV^y 2 ^ =y^z, —y,z,. 

et Ton voit qu'elles jouissent d'une importante propriété: quand on y 

change de signe y^ ^ y^y z^y z^ et /i, sans toucher a x^ ni r, elles se re- 

produisent nen modifiées. Par suite, dans les formules ((16) § 2), faisant 

connaitre le coefficient de la premiére puissance de /i dans Tintégrale 
jR, il est permis de supposer 

leurs seconds meinbres deviennent ainsi des fonctions paires de la variableyj. 
4°. Le systénie (12) étant admis, Téquation (5) doit étre remplacée 
par la suivante, 

(13) y^=K^ j 
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dana laquelle h^ est une constante quelconque et Ton en conclut 

_2(7 



I —T/ . -r^ö I , I «« dZ, 




(/«, + ff) 



A cause de (8), on en déduit encore 

(■5) ^(S;) =|+^^+ii.U^r^-A^r^-]. 

Mais les transcendantes, ä Taide desquelles s^exprime tj^ et qui résul- 
teraient de quadratures seulement indiquées, ont tous leurs points critiques 

algébriques, a moins que — soit un nombre entier. D'ailleur8, si cette 

condition n'est pas remplie, f^ renferme cependant des logarithmes, en 
vertu de Téquation (15); rj^ devrait donc etre liee a z^ par une relation 
algébrique, oii f, ne peut entrer. Or ceci est visiblement inadmissible 

2G 
quand -j- est un nombre fractionnaire. Il faut donc que ce soit un 

nombre entier. 

2(7 

5*^. Si — est un nombre entier, toutes les quadratures non éxécutées 
il 



peuvent étre représentées de cette maniére 



i Zt ^dz^ 
I {fiz, + ff)5' 



ou de celle-ci 



z^ * dz^ 



N^ déaignant un nombre entier. La preiniére est algébrique et peut 
recevoir la fonne 




(C — Hr'*) ' 
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en posant r = - . La seconde, contient un logarithme et ce dernier porte 
sur Texpression 

tous les autres termes sont rationnels a Tégard de r\ Cest ce méme 
logarithme qui figure dans f ^ : il suffit done de Téliminer entré les relations 
faisant connaitre 

pour obtenir une équation intégrale algébrique. 

2(7 

Ainsi, quand — est un nombre entier, il y a une solution des équa- 

tions (12) dans laquelle y^^z^yX^ sont infiniment petits, pour laquelle 
en outre, non plus trois, mais quatre des équations intégrales sont algé- 
briques. 



§ 4. Calcul des divers termes qui doivent cotnposev Vintégrale Ii. 

Propi*iétés des coefflcients. 

S'il existe, hormis les trois intégrales qui appartiennent a tous les 
cas et qui sont les suivantes 

une intégrale rationnelle R, nous avons vu qu'on peut toujours la sup- 
poser entiére, c'est ä dire supposer (§ i) egal ä zéro. Lorsqu'elle est 
développée sous la forme 

un terme quelconque Rf^ de ce développement se laisse représenter par 
Fexpression syinbolique 

(2) /?. = (^,/>;' + ^.^; + o^a/^rys 

Äeta mathåtnatiea. 20. Iroprimé le 3 noverobre 18%. 33 
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chaque produit 

Ph Ph Ph 

étant remplacé par une fonction de r et de co, qu'il reste ä calculer. 

Gette recherche elle-méme dépend de réquation ((2) § 2) a laquclle 
Bf, doit étre assujettie, 



5//2 ' ^!/i/ ^•'-'^a^, • ' '"* *^az, 



, I, xaÄA . ^ /ai?A_i a/^Ä-A . / ^\^^h-i 



- = o. 



J'einploi(\ pour abrégcr, les notations suivantes 



'^{'>'lt->'''S +'■"'->'" =""'" 



(4) ^ {»^ t:-"-'-^)- '"' + i '■""'" " ""' • 






f/f ^ ift 



f {y. ^; -yr 1^) + y./>;' - y.p'. =-- ^/>i" 



Pourvu qu'on regarde les operations D comme soumises aux régles or- 
dinaires du calcul des dififérentielles, en égalant a zcro le coefficient de 
chaque nionöme ^J»^rrJ», dans Téquation (3), j'obtiens une serie dMdentités, 
auxquelles il est aisé de donner cette forine 

m 

ly apres cela, si Ton veut obtenir les fonetions Pn^^pH^Ph'^*} étant données 
celles d'indice inférieur h — i, Ton reconnait quMl faut, en traitant r et 
w comme des constantes, intégrer un systéme d'équations dififérentielles 
linéaires, non homogénes, dans lequel la variable indépendante est y^. 
Or le systéme homogéne, adjoint a celui-ci, admet comme solutions les 
produits de h solutions, distinctes ou non distinctes, appartenant au systéme 
((8) § 2). Je les représenterai par Texpression 



7* ^h ^\ > 



\ 
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en écrivant aiusi le systéme indiqué, 

dVh . Avh Aco ,,, __ 

(6) T j h -j— v^ — o, 



Soieiit encore m; = — , fiM)='-r-j^ , . ^ ; ili est un exposant défini 

r' ^ ' -^iC^ + i) + C *^ 

par Téquation déjä trouvée, ((lO) § 2) 

(7) (^+0[--:^(jtf+^)(jtf+^-^)]-o- 

Lorsqu'on désigne par M' et ilf" ses deux racines dififérentes de — 1 
il est satisfait aux identités 

(8) M' + M" + 2 = o, f{M')f\M") — co = o, 

faciles a vérifier. 

Cela dit, on résoudra le systéme (6) par les formules 

< - LriÅjv' + L-fiMyjf + L"f{M")tjr, 



j-^i ^ f\My^ ^ f{M") 



Ato^ 

o\\ i, i', L" sont des constantes quelconques. Les fonctions, dont nous 
avons d^abord a faire usage, 

„///«, /A2 ///A, 

sont les coefficlents de facteurs numériques dans le développenient de 

cette puissance 

{K + l'v','+l"v',")\ 
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011 l^Vyl" sont regardés coinine des constantes a volonté. Ce sont les 
inconnues d'un systéme linéaire, déduit de (6) comme il a été dit et 
dont toutes les solutions sont les termes de Vexpression suivante 



h{Lm^yX^ ^L-f{M')yr+L"f{M")yf) +l\^^y. +f(M')^"'^ 



Ij !#• i 2 i J^ 

"T 



f0 



f{M") 



yf^') 



\ÅW' J 



-\h 



cest a dire sont données par les fonnules 



(lo) 



\rvo* 



L' 



tt 



,J/+1 _i ^ ^.J/"-H 



m) 



-.yr ^' + TiTF^y 



m") 



X [Lrw^ + L'f{M')yf*' + L"f{M")yf*')'^i-^ + iL'y^^' + iL"yfA '. 

On y doit considérer comme constituaiit des solutions distinctes les coeffi- 
cients de toutes les constantes 

(.9, + ^, + ^8 = *i + K + Äj = *) 

dans le développement de Texpression précédente. Celle-ci peut encore 
8'écrire, d'une fa9on plus commode, 

oo; //i v,D,v, -\y^y^ +/-(m/^ +AM'V 

et, si Ton pose, apres avoir désigné par Äi.i, Äj.2> • •• ^tc. des nombres 
entiers positifs, 

Äl = *1.1 + Kl + *1.3> '^2 = '^2.1 + ''2.2 + *2.3> Ä3 = ''3.1 + ''3.2 + Ä3.3> 



(II) 



Ä = 



/il /12 r^8 



Al.l 1 ^1.2 ^1.3 /^2.1 ^2.2 ^2.8 ^8.1 ^8.2 ^8.8 
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puis, 

9\ = K\ + K\ + /'s.u ifi = Kl + Kl + Kiy 9z = Kz + Kz + Kz^ 

clle se développe de cette maniére 

( I 2) yA.-/.,+A(3f'+l)^//A, ^n^^'^'h^ 



A,. I 



L'une quelconque des solutions clierchées est donc déterminée par Téquation 



avec 



( 1 4) A [h^ , \ , Ä3 , M') = HB, {rw^f^ i-"i.i^(3f ')*...-A...Y'(j|k/")*--*.-3 ^..+Ä 






Äw 



9 



la sommation indiquée 8'étend ä toutes les valeurs des indices pour les- 
quelles h^yh^fh^ et ff^^ff^yff^ sont des somines connues. D^ailleurs il est 
aisé d'obtenir, pour représenter ces coefficients /I, des notations plus 
simples. Soient en effet 

(15) / •' = Lrw^ + L'f{M') + L"f{M"), I '" = A + _|_ + _|_ , 

/ •'" = —^ + iL' + iL" ; 

il est clair ulors quc la relation 

(.6) A{K , K , K , M') = i^ -^_il_^^(/-./"W '), 

dans laquelle les operations indiquées ne sont pas symboliques, niais 
eflFectives, est équivalente ä (14). Je dis maintenant que les. fonctions 
inconnues, Ph^'p'h''Ph'^j sont définies en general par des égalités de cette 
espéce, 

Vé) Ph Ph Ph "~(t^A) ^i*^.*.^'! ' 
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les quantités ai^V,.*,» liées aux seules variables, w et r, étant fonctions 
eiitiéres, hoinogénes et de degré 

2n — 2k + 2Ä, + Äg 2Ä. 

Pour le prouver, il suffit detablir que si des formules telles quc (17) 
soiit vraies quaiid Tindice h re9oit les valeurs inférieures a un nombre 
donné, elles le sont encore quand il atteint ce nombre lui-méme. Voici 
cominent on le peut voir: les équations linéaires (a), satisfaites par les 
inconnues (17), sont ce que deviennent les équations (5) apres y avoir 
remplacé les operations (4) par les suivantes 

(r8) n,',' = -fy,'^-rK'+l^/.", 



et y^ par — ; (DjT doivent de plus ctre traités comine des constantes. 

Vi 

Le systéme adjoint au précédent et sans seconds membres est celui qui 
est vérifié par les fonctions (13). Or, en vertu des propriétés bien connues 
des systémes adjoints, Tidentité 

(19) Z^ \h h h ^ ^ ^ ^^^ ^'* ^^ ^ 

- A ^'dy^\2^\h,\h,\h,^' ^''' 'Pn PhPh J 

a lieu, quelle que soit la valeur attribuée a chacun des trois nonibres 
9\^9iii)%'i do^t 1'^ somme est /?, les signes de sommation sappliquant a 
toutes les valeurs des indices Äi,ä, ,Äg, lies aussi par la seule condition 

''1 + K + K = ''• 

Mais, dans les deux derniers termes de Téquation (5), les dérivées par- 
tielles étaient prises en regardant y^ et y^ comme les variables indé- 
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pendantes; lorsqu'on fait jouer ce role ä y^ et ö>, les termes indiqués 
8'expriment par 

(20) ^ [y, - ^) ^ (/>n P't. pzr') + ^ 3^ U'-^'i z»;^, />n'-^) . 

Si donc le degré en y^ de la fonction ^i-i />a-i />A-i*~' était, selon Thypothése 
traduite par la formule (17), 

2h — {2\+\ + i), 

celui de Texpression (20) est d'une unité supérieur. D'aprés la relation 
(19), pour intégrer le systéme (a), j'ai a multiplier chacune des fonctions 

(20) par une autre, de cette forme 

a faire la somme de tous ces produits, a intégrer ensuite Téquation ainsi 
obtenue, ou w et r sont des constantes, a résoudre enfin des équations 
linéaires, a coeificients constants, qui font connaitre les produits 

or je trouve par ce moyen un polynome, entier en y^^ de degré visible- 
ment egal a 2A — [2\ + ''3 + O + ^- C'est celui que la proposition énoncée 
attribuait a Tinconnue (17). En outre, le pr duit de celle-ci par yj*>+*« 
est bien une fonction paire de y^ , selon Tune des remarques faites au 
paragraphe precédent. J'ajoute que, Tintégrale 22 étant symétrique en 
2^1 j^a? 'Sfj , ^2, (§ 2), il en doit résulter Tégalité 

(21) ö,*-*+*'a<*.-;.*i. = a,»+*«<,,.;„ 

O) 

car y^=—' 
^ Vi 



% 5. Expresslon des termes qui coniposent IHntégrale B, dont 
Vexlstence est supposée. Mode d^achévennent des caZcids qui 

s^y rapportent. 

Afin d'obtenir les valeurs explicites des coefFicients ai*!^,.;!,? j'aurai 
be:?oin de considérer les systénies différentiels (//), linéaires et homogénes, 
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obtenus en supprimant les seconds membres dans les équations (a). Je 
les représente ainsi 



(O 



7)«*'m;*'<'*') = o, 



avec la condition A, + //, + ä, = h. Le premier cVentre eux cléfinit les 
trois fonctions u[,u\',u'i", par les relations suivantes, 



X 



,. , A.r du[ 



»■Wj' + 2^'"'" = °' 



A^r 9m, , 



- — «J = o, 



/// 






desquelles on conclut ceci 



M = 



X'tO 



(3) 



," 



AA\{M + 



^'w; 



r 2l 






•jtf' 



/" 



/•(M")-" /•(«') 



.r"]. 



W = 



= 4-l!(«+— ■ f ^'•■"">'' ' - ''«^"'"' 



"N-.-^/-2 



l"f{M')yT" -■'], 



,'n 



A'w 



u, = 



2,4J(3f + I)' 



2lG 



Aw 



i 



-ii'yT"-'-il"yT"-'\ 



l^Vyl" sont des constantes arbitraires. 

En raisonnant conime on Ta fait, au paragraphe préccdent, pour le 
systome {b), adjoint a (i), on verrait encore que toutes les solutions de 
cc dernier s^expriment de cette maniére 



(4) 



<*'<*«<"*' = A(Ä., , //, , Ä, , M' )«/,^'-^'^'"+"+*-^-*', 



les coefficients X étant donnés par la formule 



(5) 



X{\ , \ , h, , M') = 



2*» 



?i 9i 9i I- 



r A*w y 
^L4^?(M' + i)'J 



[^ii-r . I (^'- i-/7(M")-/'rW.(-^ - ^ - ^^)) 



2'^ -W-il" 



Aw 



i 




Dans les seconds membres de ces relations (4) et (5), toutes les opera- 
tions indiquées sont efFectives et non symboliques. A ehaque groupe de 
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valeurs attribuées aux trois indices ^, j^,,^,, dont la somme est A, il 
correspond une solution particuliére du systéme (i). La méme chose 
avait lieu, au paragraphe précédent, lorsqu'on employait les formules (13) 
et (16) pour déterminer les solutions du systéme (6), adjoint ä celui-ci. 
Je dirai que les solutions de ces systémes sent concordantes, lorsqu'elles 
répondent aux inémes valeurs des indices g^^g^^g^^ Alors il est aisé 
de constater que les formules (3) et ((9) § 4) ont été construites de telle 
fa9on que la somme 



si les solutions considérées sont concordantes, soit égale ä cette arbitraire, 

Ll + L'V + VT , 

difEérente de zéro; la méme somme est nuUe au contraire quand les so- 
lutions ne sont pas concordantes. 

On en déduit immédiatement que les solutions des systémes généraux 
(6) et (6') vérifient les identités, 



._l1_«Iz» ^h^I^ 

lorsqu*elles sont choisies comme nous Tavons dit et de plus concordantes; 
elles vérifient au contraire celles-ci 

(7) £ \h \h\h <*^<**<"**-<*'<*'<'*' = o, 

I 1 I m I 8 

lorsque la concordance n'a pas lieu. 
J'imagine que les fonctions 



h, h^\h 



i 



t '"8 



soient réunies en un tableau, celles dont Tensemble constitue Tune des 
solutions du systéme (6) se trouvant sur une seule ligne, toutes les ex- 
pressions possibles d'une méme inconnue formant une seule colonne. A 
ce tableau correspond un déterminant F. J'en construis un autre, tout 
semblable, avec les fonctions adjointes, 
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et Ton voit qu*a cause des relations (6) et (7) leur produit est egal ä 
Tunité. En outre, d^aprés leur composition, si Tun des elements du pre- 
mier est Vy rélément de méme situation dans le second est 

Vdv' 

Ayant donc a résoudre un systéme linéaire dans lequel chaque équation 
a pour coefficients les elements d'une méme ligne du déterminant F, 
je devrai les multiplier par les elements contenus darife une méme colonne 
du déterminant 



<8) 



9i 9, S^s <'*<*'<'*• II, 



inverse de V et faire la somme des produits ainsi formés. 

Ces remarques faites, je reviens au systéme (a), définissant les inconnues 



Ph Ph Ph 



quMl s agit d*obtenir. En admettant pour plus de briéveté ces notations, 



(9) 






et celle-ci 



(10) T(A. , h, , Ä3 , i-) = d{\ , Ä, , \ , i'— i) + *(Ä, , h, , Ä, , i'), 

le systéme a intégrer, (a), s'écrit de cette maniére, (§ 4), 



(a) 



hD{p'r'p','"pr') + JT(A, , A, , Ä, , iOyf-'*'-*' = o 



et Ton en déduit 



('0 



A ^' a.v, [ — I A, I A. \K ' ^'' ^' ^' J 



-In 



II 



1 K K 



T{K , Ä, , Ä3 , i')yf-^+<^=-^. (^v+n _ o. 
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les sommes sont étendues ä toutes les valeurs de Äj , A^ , A3, satisfaisant 
a Fégalité h^ + h^ + h^ = h et ä toutes les valeurs de i' inférieures a h^ 
L'intégration donne en general 



(12) 



z 



h 



K \K\^» 



^h ^h ^h 'Ph Ph Ph 



I 



A- I 



T{\,\,h,,%) 



\ W w 2t -Ä + (^, —^3)1^' + u 



^2i.-A+(,,-^.)(if'+i) ^ constanteF, 



elle introduit une constante arbitraire, c'est a dire une fonction de r et 
de ö>, qui, d*aprés la nature du probléme, doit étre homogéne et algé- 
brique. Comnie d'ailleurs 



1 



est en facteur dans tous les termes de Téquation précédente, ((13) § 4), 
je puis diviser toute Téquation par ce facteur; elle ne renferme plus 
ensuite dans son premier membre que des puissances de y,, entiéres et 
de méme parité; la valeur de Texposant 3f', liée a r et ö>, pou vant étre 
quelconque, il jBSt clair que le second membre de Téquation (12) doit 
s'évanouir, a moins que g^ — g^ soit egal a zéro et Ä un nombre pair. 
Pour résoudre les équations (12) et en conclure les coefficients cherchés,. 



.{») 



a*..V*.' posons 



(13) 2lrw^ — rf{M'') — r'f{M') = Y\ 



2l 



t 



v 



TW 



i f{M") f{M') 



= r 



2lC 



Aw 



I 



—il'—.il"=f", 



en sorte que la formule (5) devienne 



(14) x{k,,K,K, M') = ^-^ [^+-7).]* ju:åw^, (r-'f'Y'% 



avec 



('5) 

Le produit 

(16) 



*i + ^'j + K = '*• 



=^^= vr*' v'^v'/"'. «:'*'mi*'m:"*' 



A, A, A, 



h ^A 



A ^h **A 
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s'exprirae en conséquence par 

^^^ 9^\9A9s K\h, h, (dLdiy^(dL'diy^{dL'dr)^»^' r r r u 



quand t;^'**!;^**!;^"*' et wi'*»w^*«wi"*» correspondent aux mémes valeurs de 

D'aprés les identités indiquées, la sonime de ces produits, pour toutes 
les valeurs de g^ , g^y g^ est égale ä Tunité, 8'il est satisfait aux relations 

K=h^ K=Ky K=hy 
å zéro, 8'il n'en est pas ainsi. Comme conséquence, 

(1 8) <U 



JL ^ J 



K\K 9i9A9s {dLdiy^{dL'diy^(dL'diy» 2i'-h + {g,-g,){M'+i) 



Toutefois, quand 2i' = A, on doit, dans la formule précédente, modifier 
les termes qui correspondent ä g^ — ^^ = o, en substituant au quotient 



K \K K \9i 9, \9s[^^' — Ä + (sf, — gJM' + 1)] 



une fonction homogéne de r et ö>, entiére et de degré 

2n+ 2 — 3Ä+ 2A, +Ä3, 

inais d'ailleurs jusqu'a present arbitraire. EUe provient du second membre 
de Téquation (12), F alors n'étant pas nulle. 

La formule (18) s'exprime encore d'une autre fa9on. Les coefficients 
yl, A ne dépendent point en effet des constantes i , X', ..., Z", dont on a 
fait usage pour les construire. En posant donc 

2/ = i, /' = — L\ Z" = — i", 

Texpression de Å n'est pas changée; or f, f, f*' deviennent ainsi pro- 
portionnels a JT', jT", P'", ce qui permet d'écrire d'abord la relation 
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et ensuite celle-ci 



(20) 






•*«\Ä 



{A'w) 



hA^r(2Ä^)^'{M'+ i)«* 



O) 



*i-*2 5]^2*»'*"^»( lyr-fft 



Soit -3/' +!==(?, en sorte que Ton ait 



(21) 



A^w + C = Ä\d\ 



ä cause de la relation ((lo) § 2). En rempla^ant, respectivement, L, L', i" 

par Aw^L, — iCL\ — iCL", comme on le peut faire, d'apré8 Tobserva- 
tion précédente, je trouve 



r' = 



rA' 



// 



/// 



r" = 



Awr 



pin ^ 



avec 



(22) 



A' = LA\d^ — {L" — L')A^Cd—C\L + L' + L"), 
A" = LAld"" + {L" — L')A^Cd—G\L + X' + i"), 

A'" = C\L + L' + L"). 



Il en résulte pour A cette expression nouvelle 



(.3) .(/,„*,.;,,3f)=^^^^^(r)-(^) 



r \ *, / — C \^» a*[i\"*> A'*«A'"N 



aL^»aL'^«aL"^» 



Je remarque encore Tidentité 



*(A, , *, , Ä, , i') = - o>'*'+*'-*'"<?(Ä, , A, , Ä3 , Ä -i' - i), 
déduite de ((21) § 4) et de laquelle on conclut 
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§ 6. Valeurs exceptionneUeH du rapport w. EUes introduiraient 
des logarithmes, qul disparainsent apres un choix convenable des 

arhitralres dont on dispose. 

Les fonnules des deux paragraphes précédents sont sujettes a des 
exceptions qu il est aisé d'apercevoir et qui répondent ä certaines valeurs 

particuliéres du rapport w = —^, L'une d'elles s était offerte déja donc 

Tintégration du systéme (6). S*il arrive en effet que Ton ait d = o c'est 
a dire 

(i) A'w + C^ = o, 

Téquation caractéristique de ce systéme, qui n'est autre que Téquation 
((I o) § 2), posséde deux racines égales, en sorte que, pour avoir toutes 
les Solutions distinctes, relatives a cette valeur de w;, Ton doit introduire, 
non plus seuleinent des puissances de y^j raais des termes logarithniiques. 
La meme circonstance peut encore se presenter, et pour plusieurs valeurs 
de f , dans Tintégration du systéme (a), car tous les termes pour lesquels 

(2) 2V — h + {ff,—g,)d = o, 

introduisent, dans Téquation (12) du paragraphe précédent, non point 
une puissance de y^, mais un logarithme. Les valeurs du rapport w, 
définies par les égalités (i) et (2), sont ce que nous avons appelé des 
valeurs exceptionnelles. Elles sont de la premiére catégorie, quand 
Tégalité (i) est vérifiée; de la seconde, dans le cas contraire. 

Afin que leur présence n'empéche point d'étre algébriques les inté- 
grales du systéme (a), quelles sont les conditions a remplir? 

Les fonnules ((20) § 5) font connaitre les quantités (x^t\t^ comme 
sommes de certains quotients; elles ne contiennent, on le voit sans peine, 
que des puissances paires de d et sont, par conséquent, de forme ration- 
nelle, mais elles doivent étre entiéres, puisque Tintégrale cherchée Test 
elle-méme et d*ailleurs, en vertu de Tanalyse précédente, les seules Solu- 
tions du systéme (a), qui soient en general finies pour les valeurs ex- 
ceptionnelles du rapport w, renferment des transcendantes logarithmiques, 
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ä moins que ces valeurs ne correspondent a aucune singularité: ceci 
exige que, dans les expressions (20), 
I® tous les dénominateurs 

divisent les nuinérateurs correspondants, 

AT 



Z 



K K h 



2** que la soinme des quotients obtenus soit divisible par (?'*. 

Pour faire en sorte qu'il en soit ainsi, Ton dispose de la fonc- 
tion yo, a laquelle se réduit Tintégrale JS, quand fx 8'évanouit, des po- 
lynönies arbitraires provenant des équations ((12) § 5), pour lesquelles 
F n'est pas nuUe; on a vu que ces derniers existent lorsque h est pair 
^* 9% = 9zy inais ne se présentent dans aucun autre cas. Il reste a savoir 
si Ton peut choisir ces arbitraires de telle fa9on que les conditions in- 
diquées soient remplies. 

Cest ce que peuvent établir les resultats du § 3, dont je rappelle 

les conclusions: 

2G 
Pourvu que sins soit egal a zéro, et le rapport — a un noinbre 

entier, il existe, outre les trois intégrales communes a tous les cas, une 
quatriéme intégrale algébrique, admissible pour des valeurs infiniment 
petites de y^ , z^ et x^. Cela étant, j'observe que rien n'enipéche d'attribuer 

au rapport -^ Tune quelconque des valeurs exceptionnelles, bien que les 

trois quttntités y, , z^ et x^ demeurent infiniment petites. Voici coin- 
ment on peut s'en convaincre. Je regarde les inconnues du probléme 
coinme renfermant un certain panunétre ^, 3e telle fa9on que, si ce 
dernier s'annule, on en puisse conclure 

Vi =^1 =0^8 =05 

les valeurs infiniment petites de ^ répondent alors aux Solutions infini- 
ment voisines de cette solution mmple. Les notations du § 3 étant con- 
servées, le point est de montrer qu'avec les expressions trouvées pour 

7i ' 2/3 + ^2 ' • ••' ^^^•» ^j> ^^^ '^ '^ moyen de construire quatre combinaisons 
algébriques dont les arbitraires demeurent limitées, quand w re9oit ses 
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valeurs critiques. A cet efifet, comme y^ est nul, rj^ infiniment petit, 
j'imagine que r sapproche de zéro et cela, de telle inaniére que, ni le 
rapport 

T 

ni son inverse, ne tendent ä s'évanouir. J'ai donné déja des formules 
qui se laissent représenter ainsi 

(3) z^ y,=K Cr'=fiz, + H, 



[/* _3C /» _C 




Aj , E, ainsi que a, yff, /•, sont des constantes ä volonté, les trois derniéres 
seulement de Tordre du paramétre ^. Ces égalités mettent en évidence 
ce qu'il s*agissait d'établir: en conservant aux constantes des valeurs 
finies dans les quatre intégrales algébriques satisfaites par les solutions 
infiniment voisines de la solution simple, on a pu faire tendre le rapport 
w vers une de ses valeurs exceptionnelles. PuisquHl ne s'est pourtant 
introduit aucun logarithme, c'est qu'il est possible de déterminer les po- 
lynömes arbitraires que Ton possédait, de telle maniére que les divisions 
indiquées s'effectuent sans aucun reste. Ayant donc construit, par les 
procédés des §§ 4 et 5, une intégrale iJ, de méme degré que la précé- 
dente et, cette fois, sans rien supposer sur Tordre de grandeur de y, , z^ 
et x^j on est assuré de lui pouvoir donner une forme entiére; mais je 
dois ajouter ä ce sujet quelques explications. 

Je dis que, s'il y avait des logarithmes dans deux intégrales, distinctes 
et d'ordinaire finies pour toutes les valeurs critiques du rapport w, ces 
logarithmes subsisteraient dans des équations intégrales qu'on sait obtenir 
(celles qui définissent les expressions trouvées pour 7i , ^^ > • • . > ^g) et ne 
permettraient pas d'en former quatre combinaisons algébriques. 

J'ai déjä prouvé lexistence de ces derniéres, sous certaines conditions 
que je suppose désormais remplies. L'une de ces combinaisons fait connaltre 
les premiers elements d'une intégrale nouvelle, développée selon les puis- 
sances d'un paramétre jp, différent de /£. Mais, parmi les elements, dans 
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lesquels entré ip au degré le plus proche de zéro, il est clair qu'il y en 
a de tous les degres d'homogénéité inférieurs ä un certain nombre entier, 

lié au quotient -^ . Or voici ce qu'on en doit conclure. De tous les coeffi- 

cients, que jai représentés par ai*^?A,.A,> il ^"^ ^st un pour chaque valeur 
de rindice A et, a cause d'une symétrie déjå signalée, il en est au moins 
deux, qui sont algébriques et entiers. Cela exige Tune ou Tautre des 
deux hypothéses suivantes: 

i^. Tous les coefiFicients appartenant ä un méme indice h sont des 
polynömes entiers en oi^r^, 

2^. Les coefficients appartenant a un méme indice h ne sont pas 
tous débarrassés des transcendantes, bien que quelques-uns satisfassent ä 
cette condition. Dans chacun d'eux et pour chaque valeur critique de 
la seconde catégorie, logy^ se présente multiplié par une fonction linéaire 
et homogéne des expressions 

AT 



(4) Su. U. K 



ou il faut imaginer que d soit remplacé par . Afin que le lo- 

garithme ne puisse jamais sMntroduire dans un coefficient d'indices dé- 
terminés, les relations nécessaires sont en nombre egal a celui des quan- 
tités (4), qu'elles contiennent au premier degré. Les équations ainsi 
obtenues sont homogénes et il est evident que leur déterminant n'e8t pas 
nul, car il est le produit de plusieurs autres, invariablement égaux å 
Tunité. Leurs inconnues, c'est ä dire les quantités (4) elles-mémes, doivent 
donc s'évanouir et, comme conséquence, tous les coefficients aÄ^.^^,.*, d^" 
meurent algébriques, pourvu du moins que d différe de zéro. 

Lorsque d 8'annule, ce qui donne une valeur critique de la premiére 
catégorie, une solution des systémes linéaires (a) § 5, restant en general 
finie, peut renfermer logy, et méme plusieurs de ses puissances; mais, 
comme ce log peut étre augmenté d'un multiple quelconque de 2i;r, Ton 
voit que de la solution connue Ton en sait déduire une autre, de degré 
moindre en log^j, en sorte quil y a nécessairement, pour les systémes 
linéaires indiqués, une solution non transcendante et sans cesse finie, 
comme il le fallait établir. 

Åtia maihtmaltMa. 20. Imprimé le 20 Janvier 1897. 35 
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Soit n la plus haute puissance de jul que Von trouve dans rexpression 
B] une conséquence de la disparition des dénominateurs qui figuraient 
dans la formule ((20) § 5), c^est que le coeificient de /z" ne contient plus 
w ni r^, étant a leur égard de degré zéro; (en vertu de la relation 
((21) § 4), quand A = n, 2/?^ + h^ — 2k s^annule et représente préciaé- 
tnent le degré de ai*^..^,). Ce coefficient de // est alors une fonction 
entiére des seules variables z^ , z,^ et x^. Cela suftlt pour que R^^i 
s'évanouisse, cest a dire que R soit effectivement une intégrale, entiére 
et de degré n. x\insi les deux conditions 

sin £ = o, 

2C 

-T egal a un nombre entier, 

reconnues nécessaires afin que le probléme de la rotation admette une 
quatriéine intégrale algébrique, sont aussi suffisantes. 



§ 7. Solutions développées en series quand, sine étant nul, le rap^ 

20 

port — demeure qaelconque. Convergence dans les cas ordinaires. 
Conséquences relatives anx j^ropriétés des integralen, lorsque 

— - devient un nombre entier. 

A 

Les équations différentielles sont les suivantes, (§ 3), 
^^ = — (.4,ry, +fLV^\ A^^ = A,ry^ + /ix^, 2C£ = [i{z^—z,). 

dz^ dz^ dx^ 

dans rhypothése oii sine est egal a zéro; les inconnues //i , y^ , ..., a^j, 
qui les vérifient, se développent en general selon les puissances entiéres 
de /i, de cette nianiére, 
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et les premiers termes des series précédentes sont donriées par un calcul 
simple; je trouve d'abord 

(3) yi.O=Pie ^ , ^2.0 = ^^'' ' 

Ä'Ä'^0 désignant des constantes arbitraires; puis, apres avoir pose 

(4) e = e^'\ z,=^,e-\ ^, = <:,<?. 

pour déterminer Ci.o>---;^8.o j'obtiens un systéme linéaire 

^0 x^r—Bx — o — ' — — ^^ A- B X — o 

T^ ^2 Cl.O t Pl '»2.0 ^^ ^> 



a coeflGcients constants, don t voici Téquation caractéristique 
(6) ,(,'_^,^,_^')=o. 

Comme conséquence 

Ä ' A ' Ä représentent encore, dans ces formules, des arbitraires, s Tune 
des deux valeurs dijfférentes de zéro qui vérifient Téquation caractéristique. 
Soit ef' = a\ des relations (7) il résulte celles-ci 






qui achévent de définir les premiers termes des series (2). 
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Parmi ceux de Tordre suivant, trois sont déterrainés par des quadratures 
immédiates, ce sont ^i,yii,yj.i; les trois autres résultent de Tintégration 
d'un systeme linéaire, a coefficients constants, qui diiffére du systéme (5) 
en un seul point: Les seconds membres, au lieu d'étre nuls, sont des 
fonctions données de la variable r. 

Dans ce calcul, il s'introduit six nouvelles constantes arbitraires, que 
je supposerai choisies, par exeinple de telle fa9on que les six quantités 

8*évanouissent a la fois quand r lui-méme s'annule. 

D'une maniére générale, on voit sans peine que, si les termes des 
series cherchées sont regardés comme connus, jusques et y compris Tordre 
A — I, les termes de Tordre h 8'en déduisent, les trois premiers, 

(9) r^ , yi.k j y2,h, 

par des quadratures immédiates, les trois autres, 

(^O) Cl.A > S2.Ä ? ^8.Ä 

par Fintégration d'un systéme linéaire ä coefficients constants. Celui-ci 
ne différe de (5) que par la présence, dans chaque équation, d'un second 
membre, représenté par une fonction déja connue de la variable r. 

Je ne crois pas utile de transcrire ici les formules qui résultent de 
cette integration et je me borne a quelques remarques, dont Texactitude 
est évidente. 

Les six termes d'un méme ordre h sont exprimés par des polyn6raes 
entiers, au moyen de r et des exponentielles, 

Ce sont aussi des fonctions entiéres de P^jfi^, P^ ; elles sont homogénes a 
régard de cet ensemble, les trois inconnues (9) étant du degré Ä, les trois 
derniéres (10), de degré ä+ i; les coefficients qui y figurent sont enfin 
des fonctions rationnelles de s et de ^, , ^3 , r^ ; j'ajoute qu'elles jouissent 
encore d'une seconde homogénéité. 

Afin d'en donner la definition, j*imagine que /?i > /?3 > ^0 » Ä > Ä ^^ 
par suite s soient regardés, ainsi que /z, comme étant de degré i, y9, du 
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degré 2, r du degfé — i; alors Cjd sont du degré zéro, yi.*, ..-, iC|.A> 
sont homogénes et de degré i — *> ^i j •• . » a^j, sont aussi homogénes et 
de degré i. 

Il est naturel de -se demander si les series ainsi obtenues sont en 
general convergentes; c'est ce que la demonstration sui vante permet 
d'affirmer: 

L'un des théoréines de M. Pöincaré prouve que la convergence a 
lieu, quelles que soient les valeurs de /?i , ^3 j • . • , ^5 et de r, pourvu 
que fx reste compris dans un certain domaine. Un seul cas fait exception 
ä cette régle; il se présente quand les valeurs choisies pour r et les con- 
stantes initiales PiJ ^^j ""> P^ ^ont Dpasseri) la solution correspondante 
par un point singulier. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, mais que \ix\ soit supérieur a 
cette limite pour laquelle la convergence est assurée. En posant fx = /iX', 
rien nempéche de prendre |/£'| au dessous de la liraite indiquée; les series, 
ordonnées selon les puissances de /i', convergentes en vertu de Thypothése 
précédente, développent alors les inconnues, pour toute valeur ordinaire 
de r et des constantes, apres substitution de /i' ä /i . Mais, ä cause d'une 
homogénéité déja signalée, Ton peut changer /i' en /i, si Ton remplace 

aussi ^8 > • • • ' Ä P^^ ^ , . . . , ^ et, puisque les series convergeaient pour 

toute valeur ordinaire de ces paramétres, avec la détermination adoptée 
pour [i\ la conclusion nécessaire est qu elles convergent pour toute va- 
leur de /£. 

Quand la solution considérée va DpasserD par un point critique, la 
divergence peut se produire. Les valeurs de r et des inconnues, relatives 
a ce point, doivent visibleraent étre telles qu'en le prenant pour origine, 
quelques-unes des fonctions y,Ä, ..., x^j,^ construites d'aprés cette nouvelle 
hypothése, cessent d'étre finies ou tout au moins d'étre représentées par 
Texpression analytique qui leur convient dans les cas ordinaires. 

Les formules obtenues montrent que ces circonstances sont toujours 
évitées, a moins que la variable r croisse indéfiniment ou que le rapport 

A8 

soit un nombre commensurable. En conséquence et tenant compte des 
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égalités (3) et (6), on voit que les valeurs de cd et r qui répondent ä 
des points critiques sont définies par des relations de cette espéce 

ou j'ai désigné par m', m" deux nombres entiers réels; ces points peuvent 
aussi 8'ofFrir quand t devient supérieur a toute quantité donnée. 

Au commencement de ce paragraphe, j'ai montré que les inconnues 
se développent en series ordonnées selon les puissances positives de /£, les 
coefiPicients de ces puissances étant des fonctions entiéres de t et des ex- 
ponentielles ö, ö-, ö"* , ö•~^ Elles sont ainsi représentées par les fonnules, 

yi = yi.o + MViA + • • • + /«"yi.« + /^"■^'[yi.n+i]» 
0^) • . . 

dans lesquelles [t/i.n+i] j • • • , [^s.n+i] désignent des expressions, non dé- 
veloppées, raais qui tendent vers des limites finies lorsque jj, tend vers 
zéro. Entré ces relations, au noinbre de six, (Tyd, traitées comine des 
variables distinctes, peuvent étre éliminés par des operations algébriques. 
Les quatre équations obtenues sont rationnelles a Tégard des difFérences, 

(13) yi— /^"^'[yi.i.4.1] . . . . , a^a — /i^+^K^+i] 

et de T. Si cette derniére variable y figure eflFectivement, ce qui est le 
cas ordinaire, elle peut aussi étre éliminée par des operations rationnelles 
et cela, de plusieurs fa9ons. Il est clair que les équations ainsi construites 
résultent des trois intégrales, toujours existantes, ou les inconnues toute- 

fois sont remplacées par leurs valeurs approchées (13). 

C 
Imaginons maintenant qu'aprés avoir choisi le rapport - comme il 

^. 

convient, il y ait une quatriéme intégrale algébrique et, par suite, une 
intégrale homogéne et entiere, de degré n ä Tégard du paramétre ju. 
Elle iniplique pour y^jy^^^-yX^ une relation, également vérifiée jusqu'aux 
termes en /i"'*"^ par les expressions précédentes (13), qui représentaient 
la n® approximation. Au reste, les équations calculées en éliminant ö, ö* 
lie peuvent étre en nombre supérieur a quatre; il est donc nécessaire que 



Sar ]e mouvemeot duo corps solide pesant suspeoda par Tuo de ses poiots. 279 

la variable t elle-méme n'y entré pas. Gette condition satisfaite, voici 
comment on peut former les équations dont il 8'agit. 

Je traite d*abord ^ , ö , (f^ , 0^^ , comme des indéterminées distinctes, 
que j'élimine et, le faisant, je suis conduit a calculer ces quantités en 
fonctions rationnelles des différences (i). Or le produit des expressions 
attribuées a ^^0, ^,ö~* constitue une équation intégrale, aux tennes prés 
qui ont en facteur /i""''\ De ces deux expressions, ni Tun ni Tautre ne 
peut renfermer r, puisque leur produit ne le renferrne pas; si Vune 
d*elles est annulée, il en résulte avec la raéme approximation une équa- 
tion invariante, algébrique, qui n'est point une intégrale; pareille remarque 
est encore vraie pour la seconde. D'aprés cela, je construis, ce qui est 
possible, un polynöme entier, homogéne, doué de cette propriété qu*en 
Tégalant ä zéro et tenant compte des trois intégrales communes a tous 
les cas, on reproduise, jusqu'aux termes en /x" au moins, Tune des deux 
équations invariantes qui viennent d'étre indiquées. La méme operation 
étant faite pour lautre, Tun de ces deux polynomes homogénes, Tj , T^, 
se déduit du second, lorsqu*on y permute y^ avec y^ , z^ avec z^ ; c'est 
donc leur produit qui représente, avec Tapproximation voulue, la quatriéme 
intégrale, dont Texistence est supposée. 

Il est clair que ceci est inadmissible, a moins, 

que le nombre n soit pair, 

qu'aucune des deux polynomes Tj , T^ , ne posséde de termes, dont 

le degré soit supérieur a - , les homogénéités et la symétrie s^ opposant, 

que chacun de ces polynomes, égalé a zéro, constitue une équation 
invariante et que le premier membre de Tintégrale soit décomposable en 
ces deux facteurs. 

Mais, dans 2\ , la partie indépendante de fx peut étre représentée ainsi. 



Ty\, 



pendant qu'elle Test dans T^ par 



TyU 



T désigne alors une fonction de r' et w qui, en vertu de la symétrie, 
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est la méme dans les deux cas. Il s'ensuit que, sous sa forme décom- 
posable, Tintégrale commence par 

J'ajoute que e doit étre pair, car le dernier terme de chaque polyn6me 
Tj , T, , est uiie fonction entiére de ^^ , ;?, , a?, , ce qui signifie que son 
degré d^homogénéité est un ncrabre pair. 

Le premier terme de 1'intégrale est done un carré parfait; sa racine 
est divisible, au moins une fois, par 01; il resterait a définir ses autres 
diviseurs. J'observe d'abord que si, dans T^ ou T,, on donne ä y^jy,, ...,a?, 
des valeurs qui ne font pas évanouir le polynöme considéré, il devient 
une constante, multipliée par Texponentielle 

e ^ 
ou par son inverse, en sorte que 

c'est ce que Ton a vu déja dans le § i. 

Imaginons que la constante T^^^T^^^ soit donnée, indépendante de /£, 
et considérons les expressions de y, , y, , . . . , a^j qui lui rendent égale 

Tintégrale JB. Quand -7 prend l'une des valeurs qui font évanouir le 

premier terme p de Tintégrale, tous les autres ayant en facteur /i, le 
produit T^i^T^2\ q^i ne dépend pas de fx par hypothése, doit étre nul, a 

moins que certaines des inconnues augmentent sans limites avec - . De 



méme, T^ , par exemple, peut s^évanouir, méme quand T^^^ n'est pas 
nulle; JtcIt est alors infinie, ce qui exige, ou bien que t le soit aussi, 

ou bien que le rapport -j atteigne Tune des valeurs (11). 

Ces remarques faites, il est evident qu*on peut satisfaire ä Tensemble 
des conditions suivantes: 

jO 2^(0)^ y(^o) ^Q g^j^^ pj^g jjuijes et ne dépendent pas de /i; 

2° les valeurs attribuées a r ne tendent pas vers Tinfini, cependant 
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elles donnent au rapport -j Tune des valeurs annulant le premier terrne 

de Fintégrale B. 

Alors Tun des dénominateurs que contient r s'évanouit et Ton en 
conclut que les racines de T sont comprises dans cette formule 

m"%A'a) + CV) — m''^?r' = o, 

ou les nombres entiers m', m", ne sont pas connus. 



§ 8. Memarques sur les moyens d^achever la détermtnaHan de 
IHfUégräle. Proposition relative aux systénies différeniiels 

ayant des i/ntégrales uniformes. 

J'ai montré § 5 comment se déduisent les uns des autres les diflfé- 
rents termes d'une intégrale, supposée homogéne et entiére. Comme le 

degré de cette derniére est limité (§ 6), pour chaque valeur admissible 

C 
du rapport — , son calcul au moyen de coefficients indéterminés n'ofifre, 

en théorie, pas de difficultés; en fait une méthode aussi directe ne peut 
convenir, ni dans Tétude générale du probléme, parce qu'il slagit surtout 
alors d'une solution formelie, ni méme dans les cas particuliers les plus 
simples, en raison des operations trop nombreuses qu^elle nécessite. Le 
point le plus important serait d'obtenir, pour le terme indépendant de /i 
dans le polynöme U, des propriétés qui le caractérisent sans Tintervention 
de tous les autres. Un premier pas a été fait dans cette voie vers la fin 
du paragraphe précédent; toutefois, le resultat établi ne sufiFit pas et, 
malgré Tintérét visible qui sattache ä la question, non seulement dans 
les cas d'intégration algébrique, mais méme dans les recherches relatives 
a Tintégration uniforme, je suis obligé d'en laisser Tétude encore in- 
compléte, me proposant de la joindre, sil est possible, a un prochain 
Mémoire. Je me borne, sur ce sujet, aux remarques suivantes, qui mettent 
sous un jour nouveau les propriétés des solutions périodiques. 
Soit un systéme d'équations différentielles 

(I) g-'=X,, (i<i<m), 

Åtia mathtmoHea. 20. Iinprimé 1<> 2U janvler 1897. 36 
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dont les secondg membres ne dépendent que de rr^ , o;, , . . . , a?^. Je 
suppose que, parmi leurs intégrales, m — 2 soient connues et uniformes 
et ne contiennent pas /. Par elles je puis exprimer .^, , .^3 , . . . , x^ en 
fonction de x^ , x^ , et de m — 2 constantes arbitraires a^, . . . j a^. Soit A 
le déterminant 



3 



i± 



a«3 dx^ 

aa/ " dam ' 



A3, A^, . . . , A«, les déterminants de méme espéce qui résultent de la 
substitution de x^ a .^^ , ^4 , . . . , x,^^ dans A^, suivie d'un changement 
de Signe. D'apré8 les équations proposées, 



aa^ 



et, corame conséquence, 



(3) ^ = -.[i (I) +■••+ i m - ^- å (f ) -- ^-m-' 

de sorte qu'en posant pour abréger 

(4) '. = s; (I) + 4(1) + • • • + i^. ©• 

Téquation précédente et ses analogues se laissent ainsi représenter 

(5) '^ + ^'k(x) + - + ^-é:ik)"'^" 



etc. 



Quand x^, x.^^ . . . , x^ sont supposées connues en fonction de rr, et des 
arbitraires, les relations (5) définissent A^ , A3 , . . . , A^ et, de plus, sont 
linéaires. Si la variable indépendante, x^y décrit un cycle et gu'il en soit 
de méme de x^ y-x^ y . , . y x^y un systéme fondainental de solutions des 
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équations précédentes subit une substitution. Mais Tune de ces soIutions 
est composée de fonctions uniformes en x^ , x^, . . . , x^, lorsque les inté- 
grales connues otg , oe^ , . . . , a^ sont elles-mémes uniformes. En consé- 
quence, cette solution n^est pas altérée par les substitutions dont il s'agit. 
Si done on considére le groupe de ces derniéres, quand la variable x^ 
décrit tous les cycles déja définis, ce groupe ne peut point étre priraaire. 

Imaginons que les fonctions X^ , X, , . . . , X^ dépendent d'un para- 
raétre fx et que Ton sache intégrer le systéme (i), quand fi est egal a 
zéro. D'aprés un théorémc de M. Poincaré, on peut, pour des valeurs 
assez petites de ce paramétre, développer les solutions suivant les puis- 
sances de /i; par suite, les coefficients des équations (5) seront développés 
de la méme maniéré ainsi que, dans le groupe précédent, les coefficients 
des substitutions fondamentales. 

Apres avoir calculé ces coefficients, jusqu'aux termes en /i" et sachant 
d^ailleurs, non pas obtenir les m — 2 intégrales uniformes, mais exprimer 
^3 > ^4 > • • • > ^m en fonction de x^ , x^ et de m — 2 constantes, liées d'une 
fa9on quelconque aux valeurs initiales des variables, on pourra 

1° vérifier que le groupe des équations (5) n'est pas primaire; 

2° choisir leurs solutions fondamentales de maniére ä presenter ce 
groupe sous la for me typique, c'est a dire mettre en évidence les sous- 
groupes dont il se compose. Or ceci consiste a remplacer les arbitraires 
par d'autres, fonctions données des précédentes et parmi lesquelles doivent 
étre comprises les intégrales uniformes. Quand une seule de ces derniéres 
reste inconnue, il en résulte pour elle et notamment pour celui de ses 
termes qui ne s'annule pas avec jj,, des conditions ä satisfaire, celles que 
je voulais signaler. 

Dans le probléme de la rotation, j'ai montré, (§ 7), comment les 
inconnues y, , y, , . . . , ^3 et, par suite aussi, les déterminants, solutions 
d'un systéme semblable ä (5), s'expriment en fonction de la variable t 
et de six constantes arbitraires. Les trois intégrales uniformes, communes 
a tous les cas, sont liées ä ces derniéres par des relations simples. Les 
cycles décrits par Tune des inconnues, prise pour variable, doivent étre 
tels que toutes les autres décrivent aussi des cycles; c'est dire qu'il faut 
considérer une solution périodique et laisser 7 8'accroltre d'une période, 
lorsque la variable nouvelle, z^ par exemple, décrit un cycle. 
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I^es équations différentielles ((i) § 7) n^ayant aucun point singulier 
a distance finie, pourvu que r soit la variable indépendante, Funique 
groupe admissible est celui qui correspond aux solutions périodiques; sa 
recherche noffre rien dont la théorie soit difficile, mais les operations 
sont encore assez longues pour qu'il soit indispensable de les abréger ä 
Taide de quelques artifices; j'en remets Tétude a une autre occasioD. 
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SUR L'INTÉGRALE FINIE D'UNE FONCTION ENTIÉRE 

FAK 

A. HURWITZ 

å zUbich. 

D'apré8 Abkl nous entendons par Tintégrale finie d'une fonction 
G{z) la solution la plus générale de Téquation 

(1) F{j,+ i) - F{g) ^ G{z). 

F{z) étant une solution particuliére de cette équation, la solution la 
plus générale sera évidemment F{z) + ?{^)^ ou ^{z) désigne une fonc- 
tion arbitraire qui admet la période i. 

Dans ce qui suit nous nous occuperons de Téquation (i) en sup- 
posant que la fonction donnée G{z) est une fonction entiére, c^est ä dire 
que 0{z) peut étre représentée par une serie entiére 

(2) a{z) = ^0 + ^i^ + ^2^' + • • • 

convergente dans tout le plan. Le méme cas fait Tobjet principal d'un 
mémoire de M. C. Guichard. ' En s'aidant des intégrales a coupures de 
M. Hermite réminent géométre prouve que, G{z) étant une fonction en- 
tiére, il existe toujours une solution F{z) de Téquation (1) qui est elle- 
méme une fonction entiére. J'arrive au méme resultat en suivant une 
voie toute dififérente. On verra que le méme ordre d'idées que celui qui 
fait la base du théoréme de M. Mittag-Leffler m'améne au but. 



* Sur la resolution de Véquation aux différences finies 0(x + i) — G(x) = H(x). 
ADDales scientifiques de TEcole Normale Supérieure. 3"^* serie, t. 4. (1887.) 

4cia mqthpnatiM. ^. Iinprinié le 26 janvier 1897. 
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Soit ^n{^) ^^ fonctioii de Beknoulli, c'est ä dire la fonction ra- 
tionelle entiére de degré n + i qui s annule pour ;ef = o et qui satisfait 
ä réquation 

(3) F«(^+ O — F«W = ^"- 
Il est evident que la serie 

(4) F{z) = a,j^,(^) + (i,^,{^) + a^9^^{z) + ... 

satisfait formelleraent ä Téquation (i). Or, d^aprés un théoréine fonda- 
uiental de M. Weierstrass, la serie (4) définit une fonction entiére F{z)y 
si elle converge uniforménient dans toute region finie du plan. Ainsi, 
dans ce cas, nous n'avons rien ä démontrer. 

Supposons inaintenant que la serie (4) ne satisfasse pas aux condi- 
tions du théoréme de M. Weierstrass. Considérons alors au lieu de la 
serie (4) la serie suivante 

(40 F{z) = %{9^,{z) — 7r,{z)) + a,{^,{z) - 7r,{z)) + a,{y,(z) — 7r,{z)) + .. . , 

^o(^) ' ^li^) 9 ^ii"^) 5 • • • désignant des fonctions rationelles entiéres de e^'^ 
et e"''^^ Gette nouvelle serie, comme Tancienne, satisfait formellemeut 
a réquation (i). Nous ferons voir par les considérations qui suivent 
que Ton peut toujours disposer des fonctions ^^(^f) , 7r^{z) , 7r^{z) , . . . de 
fa9on que la série (4') soit uniformément convergente dans toute region 
finie du plan et ainsi, le théoréme de M. Guichard sera démontré. Il 
sufifit comme nous verrons, de prendre pour ;r„(^) un certain nombre de 
termes de la série de Fourier representant dans Tintervalle réel o < jgf < i 
la fonction f^^i^)- 

C" 
Remarquons d'abord que la fonction f>„{z) est le coefficient de t- 

dans le développement suivant les puissances entiéres de C de la fonction 

«'"• — I 

(5) /-(^ , o = 



c— I 



Cest un fait connu, qui résulte d'ailleurs imniédiatetnent des équations 

f{z+ 1,0 — /■(^,0 = e'S f{o,0 = o. 
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Ainsi nous avons 

(6) f{z , O = fo(^) + f,(^)j^ + jr,(^)S -f • . • 

pour toute valeur finie de js et toute valeur de C satisfaisant a la con- 
dition |C| < 2;r. Par conséquent nous avons aussi 

(7) <^-(^)=ii/A*'07^' 

l*intégrale étant prise dans le sens direct autour du point C= o. 

Maintenant soit r un nombre entier nul ou positif et C\ une courbe 
fermée contenant ä son intérieur les points 

o , + 27n , + 47ri , . . . , + 2r;r/, 

tandis que les points + 2k7ri {k > r) sont ä son extérieur. Considérons 
rintégrale 

(8) i'v(^) = i|/A^-0^ 



(r 



qui se réduit a Tintégrale (7) pour r = o. En appliquant le théoreme 
de Cauchy nous trouvons 

(9) <f^nA^) =f^n(^)— ?r,,,(4 

OU nous avons pose 

Soit R une region finie quelconque du plan des z. On a le théoreme 
suivant qui est fondamental pour notre objet: 

Pour chaqne valeur de e qui appartient å la region B on a 

p désignant une quantité positive ne dépendant que de la region R et nulle^ 
men t de n et de r. 
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Pour le déinontrer, choisissong le contour d'intégration G^ de Tin- 
tégrale (8) de la maniére sui vante. Posons r= a: + ty et, pour abréger, 

(12) A = (2r + i)r. 
Le contour C^ scra formé par les lignes 

rr = A, y = Xj x = — Å, y = — A. 

Si ^= X + iy parcourt le contour C^, le point t décrit le contour du 

/\ 

carré dont les cötés sont 

(13) .T = I, y=i, x = — \, y = — \. 
Ainsi nous aurons, en désignant par U ce dernier contour, 






CT 



Dét^rminons maintenant la quantité positive /> supérieure a Tunité de 
maniére que Ton ait 



pour toates les valeurs de z situées dans la region 12 et pour celles de 
C qui appartiennent au contour U d'intégration. Nous aurons évidemment 

Le long des cötés (13) du contour U les valeurs absolues de e^^ — i 
sont respectivement supérieures ou égales a 

^ — I , I + c*"^ , I — e"^ y I + c"\ 

Il en résulte qu*on aura constamment sur le chemin d'intégration 



,a: 



I 



.-A 



I 



> I — ö"^ > I — e"'^ > - . 



Enfin, le module de C étant supérieur a Tunité le long de J7, noua 
trouvons 

ce qu'il fallait déinontrer. 
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Ceci pose, soit 

(14) G{z) = o^ + a^z + ... + a„^" + . . . 
une fonction entiére quelconque; formons la serie 

(1 5) F{z) = a^i^^iz) — TTo^oi^)) + a^i^A^) — ^,,i(^)) + . . . 

qui satisfait, comme nous Tavons déjä remarqué, formellement a Téquation 

F{z+ i) — F{z) = G{z). 

Je dis que la serie (15) converge absolument et uniforraément dans 
toute region finie R. En eflfet, f>„(^) — ^nA^) étant egal a ^„„(j8?), le 
terme general de la serie (15) est, en valeur absolue, inférieur a 



i6/>, 

TT 



(2 



«+ I)"\ff/ 



pour une valeur quelconque de z appartenant a la region R. Il suffira 
donc de faire voir que la serie 



00 



(16) 2i«. 






(2n + I) 



converge pour z =^. Or cette serie converge dans tout le plan. En 
eflFet, pour qu*une serie entiére soit toujours convergente il faut et il suffit 
que la racine w*^"* du coeflficient n**"® tende vers zéro avec - . Cela 
découle immédiatenient du théoréme de M. Hadamard sur le rayon du 

cercle de convergence d'une serie entiére. Maintenant, ^a^z"^ étant d'aprés 
rhypothése toujours convergente, on a 

Lim l/'^„ = o. 



n = oo 



De plus la formule de Stirling 

n. = ^^n'""' e ' ''\ (o < <? < i) 

Aeta maihematiea. 20. Tinprim^ lo 2G janvlcr 1R9T. 37 



290 

donne aisénient 
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r. n/ -n i 

„-« V (271 4- O" 2P 



Par conséquent la racine 7***"'® de la 



„ . , - — r- tend vers zéro avec - ; donc 
"'(2^ + I)" n' 



la serie (i6) est toujours convergente. 

Ainsi la serie (15) définit bien iine fonction entiére i<'(^) satisfai^ant 
ä réquation F{0 +1) — ^(^) = ^(^)- Résuinons ce resultat de la rria- 
niére suivante: 



Soit 



00 



G{z) = Z aX 



ii.= 



mw fonction entiére quelconque. Designens par f>„{z) la fonction de Ber- 
noulH et par 7rn^,.{z) la fonction rationndle entiére de e^"^'' et e'^"^' définie par 
réquation 

Alors, les indices r étant choisis d'une maniere convenable, la serie 



00 



F{z) = TM9>Å<^) - ^^A^)] 



« = 



converge uniformément dans toute region finie du plan et représente par con- 
séquent une fonctioyi entiére satisfaisant a Véquation 

F{z+ i) — F{z) = G{z\ 

On peiit, d^iprés Tanalyse précédeiite, prendre r = n, quelle que 
soit la fonction G{z). Dans quelles conditions est-il possible de prendre 
pour rindice r une valeur constante, ne variant pas avec Tindice n? 
Cest une question qui — coinme la question analogue dans le théoréme 
de M. Mittag-Leffleu — se présente naturellenient et que je vais aborder 
dans les lignes qui suivent. 
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une fonction entiére et posons 

(17) F{2) = a^[ip,{z) — ro,,(^)] + a,[ip,{z) — ;r,,,(^)] + . . . 

Je dis que la condition nécessaire est suffisante pour que Ton puisse 
donrier ä IMndice r une valeur telle que la serie (17) converge unifonné- 
ment dans toute region finie du plan est que le rayon du cercle de 
convergence de la serie 



cc 



(18) SDhitt»^" 



« = 



ne s'évanouisse pas. 



En premier lieu je vais déniontrer que c est une condition nécessaire. 

Supposons que la serie (17) soit uniformément convergentc dans une 
region contenant les valeurs reelles de z satisfaisant a la condition o<^z< 1 
(ce qui a certainement lieu, si la serie (17) est uniformément convergente 
dans toute region finie du plan). Alors la fonction F{z) représentée par 
la serie (17) est une fonction continue dans rintervalle o<;2?<^i et peut 
étre développée d'aprés le théorérae de Fouribr suivant les sinus et cosinus 
des multiples de 27cz. Pour plus de simplicité introduisons la fonction 
exponentielle au lieu des fonctions trigonoraétriques et posons 

(19) F[z) = ^ oto + {oi^e''^' + 0L_,e''^) + . . . + (a,e^*'^' + tx^.e'^^) + . . . , 
oii les coefiFicients a^ sont a déterminer d'aprés la formule 



1 
(20) a, =fF{z)e~'''^'dz. 



(*-0, ±1, ±2,...) 



Or la serie (17) étant uniformément convergente dans l'intervalle o<^^<^i, 
nous obtenons Tintégrale (20) en intégrant terme a terme la serie (17) 
apres Tavoir multipliée par e"'*'"". Supposons |Ä;j>o; alors Téquation 
(8) nous donne: 



292 A. Hurwitz. 



L'intégrale 8'annule pour 1*1 <.r, puisque la fonction y^^rnr iT^ ' 

holomorphe en dehors de C^, devient infiniment petite d'un ordre su- 
périeur a i pour (r= co. 

Si I Ä > r la valeur de Tintégrale est 



n 



{2lc7tiY 

la fonction ^^ 7-— ayant alors en dehors de CV le pole (r= ^kni 

Ainsi nous aurons 

et, pour )Ä;| > r, 



w> 



(^0 «* = -riii-«"ri;fiv^- 



Il en résulte que la serie (18) est convergente pour \z\ < 77- ^ v- l^e 
plus nous pouvons énoncer la proposition suivante: 

Si la serie 
(22) F{z) = ao[j^„(^) — TToA^)] + «i[f^i(^) — ^hri^)] + • • • 

est uniformément convergente dans une region contenant Vinter valle réel o<z<^ i , 
la serie 

II — o ^ ' 

5öra convergente pour iS? = + (r + i ) ef />ar conséqtéent pour \z\>r + 1 . JSJ» 
owfre Ze dévdoppement de Fourier pour F{z) dans Vintervaile o <z <i sera 



00 



(24) F{z) = - a, - r {^(tt)^''"^'^ + <J{- n)e-'-"^'\. 

La valeur de a^ peut étre détenninée par Tintégrale (20), ou, ce 
qui est plus coinmode, de la nianiére suivante. La serie de Fourieu 
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pour z = O donnc la valeur -(F(o) + F{i)). Or cette valeur d^aprés 

(22) est egal ä - ao puisque les fonctions f^„(i8f) et TC^^ri^) »ont, ä Tex- 

ception de f^o{^) = ^j nulies pour z = o et z = 1. Ainsi nous avons 
pour Oq Téquation 

(25) ^ »o = ; «o + ^, '^(«) + !/{— «)}• 

— ** M — r-fl 

Mainteuaiit supposons inverseinent, que, 



G{z) = S a^z 



tt«0 



étant une fonction cntiére, la serie (18) ait un rayon de convergence 
diflférent de zéro. Alors la serie 



QO 



(26) (/(z) = v I " (f„ / .-. . , 



««o 



converge pour .z\>lj I étant un noinbre positif fini. Désignons par 
r + I le premier noinbre entier positif supérieur kl. Je dis que la serie 



00 



(27) ^'(-2) = 2: «„[fP„(-är) — 7r„.,(^)] 



n-0 



est uniforinément convergente dans toute region finie du plan. 

Pour le démontrer appliquons la formule (8), que nous transformons 
d'abord pour simplifier Técriture en substituant 27nCk C Ainsi nous avons 



(28) jf.(^) - ;r„.(4f) = 1 ^iScITT (lirifp-' ''^- 

Nous prenons comme contour de Tintégration un cercle dont le centre 
est a Torigine et dont le rayon est compris entré / et r + ' • Cela 
poséy la somme des n premiers termes de la serie (27) sera égale a 

ffn{^) désignant la soinnie des n premiers terme de la serie (26). Mais 
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cellc-ci étant uinforméinent converorente le lonu: (\n contour crintéjrration. 
il est evident que pour n = oo Sn{z) tend uniforrnéineDt dans toute 
region finie du plan des ^, vers Tintégrale 






Ainsi nous obtenons la proposition suivante: 

Supposons quCj 
(29) (-^i^) = % + a^z + , . . + aj' + . . . 

étwnt une fonction entiére, la serie 

soit convergente pour \z\> L Soit de plus r + i le premier nombre entier 
positif super ieur å I, Alors la serie 

(31) l\z) = r/o[jro(^) — /To,,.(.^)] + (h[<fx{^) — 'M..(^)] + . . . 

est uniforménient convergente dans toute region finie du plan et représente par 
conséquent une fonction entiére satisfaisant å Véquation F{z+ 1) — F{z) — G(z). 
En outre on a 

(32) F{z) = f^^^^giOdC, 

Vintégrale étant prise le long d*un cercle dont le centre est ä Vorigine et 
dont le rayon est compris entré I et r -\- i. 

Le développement en serie de Fouiuer de la fonction F{z) est donné 
par les équations (24) et (25). 

Ajoutons encore quelques remarques qui se rattachent aux théorénies 
démontrés. La dérivée F'{z) d'une fonction F{z) vérifiant Téquation 
F{z +1) — -^X^) = ^{^) sera évidemment une solution de Téquation 

(33) ^>+ i) - F'{^) = 0'{z). 
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Ainsi nous pouvons résoudre la derniére équation de deux maniéres 
différentes: soit directement en appliquant les resultats précédents, soit 
indirectement en résolvant Téquation F(z + i) — F{z) = G{z) et prenant 
alors la dérivée de la solution trouvée. Je distinguerai les deux solutions 
de Téquation (33) ainsi obtenues conime preraiére et deuxiéine solution. 
EUes ne peuvent différer que par une fonction entiére ayant la période i. 
Il s'agit de déterminer celle-ci. Pour plus de siinplicité je me place dans 
le cas du dernier théoréme. Ainsi je suppose que la fonction F{z) soit 
représentée par Tintégrale (32). Alors la deuxiéine solution de Téquation 

(33) sera 

(34) F\z) = f-^^^27riCg{:)dC 

Pour avoir la preiniére solution, que je nominerai F^{z)j il faut formor 
la fonction ff^{z) qui dépend de 



r» 



(?'(«)= T{n+ !)«„+, z" 



M = 



de la méme maniére que g{z) dépend de G{z), Or on trouve 



00 



d'ou résulte 

(35) //i(^) = 27rizff{z) — n,. 
Par conséquent nous avons 

(36) I'\{z) = f '^^^^ {27riCf,(C) - %)dC 



puis, en comparant (34) et (36), 



V\z) = F,{z) + a, f '^^^c/:+ f r^ 



(iC 



Ici la (leuxiéinti intégrale est une simple constante et la premiére 8'ob- 
tient par le théoréme de Cauchy. Il vient ainsi définitivement 



(37) F'{z) = F,{z) + «. Ty-^^' - O + J 



2a-tCg(C) 



dC 
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Parsons a une autre remarque. Soit ff{z) une fonction quelconque 
holomorphe pour |^| >' et s'annulant pour^=oo. Désignons par r + i 
le premier nombre entier positif supérieur a / et formons la gérie 



00 



(38) r {ff{n)e""'' + ff(— n)e-'"^'). 



.-r+l • - (0<.<l) 



Je dis que cette serie est convergente et représente une fonction entiére 
de z. En effet, soit pour Ul >./ 



ffi^)=T + T^+-'-^A + '--' 



Alors Tintégrale 

prise le long du cercle [^| = / représente une fonction entiere de z^ dont 
le développement suivant les puissances de z sera 

G{z) = 27ri^c, +. r^{27riz) + ...+ r^i^m^T + ' ' *]' 

puisque 1'intégrale considérée se réduit au résidu de la fonction é^'^^g{C) 
par rapport au point C= 00. Or en appliquant nos théorémes a cette 
fonction G{z) nous voyons que la serie (38) est identique a une constante 
prés au développement en serie de Fourier de la fonction entiére 



t/ 



rintégrale étant prise le long du cercle |^| = /. 

Maintenant je vais appliquer les théorémes généraux a quelques 
exemples. Soit d'abord 



ao 



Giz) = 27ne"^' = V(2;rO"+'f-;?", 



n 

»1=0 i_ 



oii nous supposons pour éviter des discussions particuliéros que la con- 
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stante a?, d^ailleurs 
ff{z) devient 



arbitraire, ne soit pas un norabre entier. La serie 






Elle est convergente et égale a pour les valeurs de z satisfaisant 

a la condition |i8r| > |ir 
Nous avons donc 



(39) 



F{z) = 2r*5^ 



. V^ {27rixy 



\n 

n = \ — 



[fi.(^) — ^«.r(^)]' 



r étant le plus grand noinbre entier contenu dans 
tion F{z) est représentée par Tintégrale 



X 



De plus la fonc- 



/ 






prise le long du cercle | ^| = /, oii / désigne une quantité positive com- 
prise entré \x^ et r + i. Le théoréme de Cauchy nous donne Tex 
pression explicite de F{z), savoir 



(40) 



07mxi f T^ 1 



En égalant les deux expressions (39) et (40) de F{z)f nous trouvons 



(41) $^ = ^, to - e-O ^^ + 1 (^ [^.(.) - ..,(.)], 



*-~r 



Il-O l_ 



équation valable pour toute valeur finie de z et toute valeur de x satis- 
faisant a Tinégalité |ir| < r + i. 

Enfin, le développement en serie de Fourier de F{z) sobtient d'aprés 
les formules (24) et (25) 



00 



,?rii-z 



F{z) = tH + ^ {é 

Aeta mathemaiiea. 20. Impriiné le 2 féyrier 1807. 



■)dr-.+ (' 



2»til/ 



■'--T 



38 
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et Ton trouve ainsi Téquation connue 



(42) 



. e^"""' - 1 



30 



2 ni 



'l:Tix _ 1 — ^' + 2^ 



[é 



^rzikz 



■)^+(*-""--)ji-. 



(fl<r<i) 



On en déduit aisément la suivante 



(43) 



-[^^^-^]=I(^'--'- o(,A-,+:> a; 



— » +...4-X 

O excepté 



) 



dont nous ferons usage dans un instant, et qui présente Tavantage (Vétre 
applicable dans Tintervalle o<^^^i. La serie du second membre est 
en outre absolument convergente. 

Considérons un deuxiéme exemple. Prenons cette fois 



00 



^ ^ z ^-' \n + I 



Nous trouvons 



9D 



«=0 



serie convergente pour \z\> i et qui a pour sonime Ig 

Donc il vient 



M — o I . t' *• 

riutégrale étant prise le long d'un cercle j(7| = /, dont le rayon / est 
compris entré i et 2. 

Le développement en serie de Fouiuek de ^{z) sera d'aprés (24) 



(45) 



F{z) = \,-Y^ 



11=^2 



1 



11 



CP 



,3.Tin< 



n 



n — I 



+ Ig .'-—e---^'"' 



ou la constante a^ se trouve au mo)^en de la formule (25) 



00 



»A = ^' + 7 Iff h Iff — T— 

n = 2 



= 7:1 + Jg 2 
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Uemarquons que la fonction 

(46) . r(z) = (e-'-i)^^ 

est une fonction entiére satisfaisant a Téquation 



V'{z+ 1)— V^'{z) = 



e'iriz _ I 



z 



Par conséquent la fonction F{z) ne peut différer de ¥''(xr) que par une 
fonction entiere ^{s) ayant la période i. Maintenant. je vais détenniner 
la fonction ^{z) et réduire ainsi la fonction F{z) a des fonctions élc- 
mentaires. 

Dans ce but je reprends Téquation 






I-a déterinination du logarithme qui figure au second membre doit étre 
choisie de fa9on que le logarithme 8'annule pour C= oo. En excluant 
par une coupure rectiligne les valeurs reelles o<C<i nous pouvons 

prolonger analytiquement Ig;^^ a Tintérieur de la courbe d'intégration. 

La différence des deux valeurs du logarithme aux deux bords de la 
coupure sera alors 27ri, 

Cela pose, nous reniarquons d'abord que la fonction sous le signo 
d'intégration a le p61e C= — i« En prenant le résidu par rapport a 
ce p61e nous pouvons écrire d^aprés le théoréme de Cauchy 

rintégrale / 8'étendant a un contour entourant la coupure C=^ o . . . 1. 
Pour pouvoir réduire ce contour aux deux bords de la coupure, il 
faut transformer d'abord Tintégrale parce que la fonction qui multiplie 
le logarithme devient infinie pour C= i. Cest pourquoi nous écrivons 
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Cette transformation est legitime puisque Tintégrale I ^ \g^—-(fC 

s'évanouit, la fonction a intégrer étant infiniment petite du deuxiéine 
ordre pour C= co. Maintenant nous faisons tendre le chemin d'intégra- 
tion vers les deux bords de la coupure C= o. .. i. ^Ainsi il vient 



1 



' dx 



o 



ou encore 



(48) F{z) = (i — e-''"0 Ig 2 + 6'(e'"'' — i) 






o 



011 nous avons pose 



1 

J Le2-w _ I a; — 1. 1 



Cela étant, nous décomposons ^,^^ en fractions simples en introduisant 

c 1 

dans la formule 

1 



^'£7nz __ I 



le développement (comparez (43)) 



-'[P^-^-S(^"^--)[.-^+-;] 



De cette maniére nous trouvons 



(49) j5^!l , = .-- >g ^ + '-^ + Z (^ + O 
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Avant d'intro(luire ici la fonction r{z)j déterminons la constante C en 
faisant z = - dans les équations (49) et (45). Il vient 

Si 

\2/ 2 O ^^ ' ^(n-i)(ni-i) ' *=* '=|2\2/ I 

ou nous avons fait usage de la formule de Wallis. En réduisant nous 

obtenons 

i 

(50) 6- ==y(^r, -jzrr)'^-^ = Ig 2^-7*- 



o 



En remarquant maintenant que 

2. Vr^T + k) - röTTT) ^ (') - T{z) — ^ (') + -'-;f^~i 

nous trouvons enfin 

(51) ^'(^) = («"'■'- o f(^^ + f (A 

j^(ir) désignant la fonction entiére périodique 



(52) 5f(^) = ,Ti+y(e"^*'+ i) + (i— e-'-01g2+(e'-'-i)(lg2.T-7"(i)). 

Les - formules que nous venons d'écrire restent vraies si nous remplacons 
Tunité imaginaire i par — i. Par conséquent en séparant les parties 
reelles et iinaginaires en considérant z comme réel, nous trouvons des 
resultats restant valables pour toutes les valeurs reelles et complexes de z, 
C est ainsi que les équations (44), (51) et (52) nous donnent le 
théoréme suivant: 

Soit ^{z) la fonction entiére définie par Véquation 

r'(z) n 

(53) ^{^) = s^^nTTZyrr-J + ^^cosTTZ + (lg2;r— /"(I)) sin TO. 
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Naus aurons pour toufe valenr finie reelle ou complexe de z les développefnefits 



(54) 



2 8inr-^S^(;^) 

(2;r)^''+2 



1 r \ 1 X^ T/ \n(^^) ^ f \ I I — C0S2;nf-l 

= lg2.(i-cos2;r^)+X (- '"^Ji^-i-^f^^^-^') + ^ITT-} 

♦1=0 *- I -* 



2 COSTO§^(2:) 



Il • I X^ T/ \« 2;r -^^ f . . 2 sm 2; 

- r + Ig 2.s.n 2r^ + X (- 0"^T^'"(^) + ^mH 

♦1 = L L 



De l'équation (45) nous déduisons les développeinents en série de 
FouRiER valables dans Tintervalle réel o < ^^ < i : 



(55) 



2 sin 7:z^[z) = Ig- cos2r^ + 51 'e ( 2"~ ) cos2rwj2r, 

♦1=2 ^ 

2 cos 7:z^(z) = Ig -sin 27rz + T^ ^e (" :i "") ^^^ ^Trnz. 

H^2 \ t" / 



En ajoutant les équations (55) apres les avoir niultiplices respectivement 
par sinr^ et cos ttz on trouve aisément la belle série de M. Lekcii: * 



(56) 



00 



laquelle multipliée par 2sin;r^ et 2cosr-^ reproduit les équations (55)- 
Remarquons encore que Téquation que nous avons trouvé plus haut, 

savoir 

1 

. r dx re«'^''— I I V"/ ^ i '\ 

O 

donne apres quelques transforinations faciles Texpression de la fonction 
entiére sin tt-s? — ^ — - sous la forme d'une intégrale définie: 



* Sur la différeniiaiion dune dasse de series irigonométriquc^^ Anoales scienti 
fiques de lEcole Normale Supérieure, 3"*® série, touie 12. (1895.) 
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d Ig Hz) 

(57) 2 sina-^- '' 



dz 



.T 



2/ '(i) 8in;r2? ;rcos;ri^ + - / (:r8in;r^ — 7rQinx2)tg-ax. 

^ Z 71 I 2 

t.' 



O 



On vérifie d'ailleurä aiséinent cette formule en partant de la relation 



^MiXZ 



sm 7CZ 



l='|:(-o-Ci,-.-^-l)-*x, 



laquelle multipliée par tg-rfx et intégrée ensuite entré les limites o et 
TTy donne le resultat 



00 



o 

qui ne diffcre que par sa fornie de Téquation (57). 
Comme troisiéme exemple j'ai consideré Téquation 



sm' Ttz 



■F{z + I) - F{,) = --,^ 

Z 

qui est évidemment satisfaite *i)our 

Mais les calculs étant un peu longs je me contente de transcire ici 
quelques formules que j'ai obtenues et qui me paraissent dignes d'intérét. 
Ce sont les sui vantes: 

(59) smV.— 2p— = --/ -^—mx{2zx-x)dx 



O 



^ Cette formule (légöroment modifiée) a déjå été indiquéc par M. Lrrcu dans son 
inémoire intitulé: Ruxné vysledky v thewii funkce gamma, (Rozpravy Ceské Aka- 
dcniie Cisare Frantiska Josefa^ 28. Unora 1896.) 
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ou encore 

(59') mi^TTZ — J^— ^=- + -^, I {7r—x)cotx.^m2zxdx. 

o 

Ces relations inettent en évidence que sin^;r^ — f"^" ^®* ""^ fonction 

entiére; elles donnent de suite les series entiéres de 2z — i et de z, 
representant cette fonction dans toiit le plan. Ainsi Téquation (59) donne 

(60) • sinV^— 1^^ 

= cA2z — i) + c , — h---+ Cu- + ••• » 



2n — I 



011 nous avons pose pour abréger 



r 



/t: — X 
— X 
smit; 



C = / —. x^"~^dx. 



On déduit aussi tres aisément de Téquation (59) les coeftlcients de la 
serie de Foihieu representant la fonction sin*;rif — /« ^^"^ Tinter- 
valle o < 2: < I . Voici cette serie 

(61) sinV^— 5^,-'-^ = 7 + '^L (("-0 ^g-„ + («+ O Ig-j;-) 8<n 2«r.-, 
oii il faut remplacer (w — i)lg par zéro pour 11=^1, 

Revenons niaintenant au cas general. Uéquation 

F{z+ i)-F{z) = G{z) 
est contenuc comme cas particulier dans Téquation 

(62) F{z-\- \) — aF{z) = G{z), 

a désignant luie constante doiinée, ou dans l*équation plus générale encore 

(63) a, F{z + n) + a,F{z + n—i) + ... + «,_, F{z + i ) + «„ F{z) = G{z), 
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d^ , a, , . . . , a„ étiint des constantes données. On peut réduire ces équa- 
tions coinme le fait M. Guichard, a Téquation F{z + i) — F{z) = G{z). 
Mais on peut aussi les traiter directeinent d'une maniére entiéreinent 
analogue a celle que nous avons employée plu8 haut pour Féquatioii 
F(z+ i) — F{z) = G{z). 

Pour plus de simplicité considérons seulement Téquation (62) 

F{z+ i) — aF{z) = G{z)/ 

oii nous supposerons a différent de o et de i. 

En premier lieu nous cherchons les fonctions rationnelles entiéres 
y„{z) satisfaisant a Téquation 

(64) fn(^+ i) — (i^n{2) = 2\ 

Remarquant que 

r. 

nous voyons que ce sont les coefficients du développeinent de . 

suivant les puissances croissantes de C; qui fournissent les fonctions ^ni^)-^ 
Ainsi nous avons 



'•- -- rn 



(65) ^-^=Vf„(^)^. 



«=»o 



et par conséquent 

rintégrale étant prise autour du point C = o (le contour d'intégration 
ne contenant ä son intérieur aucune des racines de Téquation e' — a = o). 
Maintenant considérons Tintégrale 

prise le long d'un cheinin entourant outre le point C= o un certain 

' Ce soDt les foDCtions coosidérées par M. Hermite daus ses intéressantes re- 
cherches sur les polyoömes de Bernoulli. Voir: Sonin et Hermite, Sur les polynomes 
de BeniouUi, Journal de Crelle, törne 1 16, p. 133. 

Äcla mathematiea. 20. Imprimé le 2 f^vrier 1897. 39 
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nombre de racines de réquation é* — « = o. lyéquation (64) est encore 
satisfaite si nous rempla9ons ipj^z) par ipn{^)' ^^ P^^s ^n(^) ^^ diflFére 
de la fonction jr„(^) que par un certain nombre de termes de la forine 

(68) _L- _L^^e^>g«+2*-> {k entier), 

qui sont Ics résidus provenant des racines de Téquation e^ — a = o qui 
se trouvent a 1'intérieur du contour d'intégration. Ainsi nous avons 

7r^{z) désignant une somme de fonctions exponentielles de la forme (68). 
Cela pose, je passé a la solution de Téquation 

(70) F(^+ i) — at\z) = G{z), 

ou je suppose que la fonction donnée 



00 

H 



(71) G{z) = i:a,z 



MaO 



est une fonction entiére. On démontre, comme nous Tavons fait plu: 
haut dans le cas a= i, qu'il est toujours possible de choisir les inte 
grales (pn{z) de fa9on que la serie 



oc 



(72) F{z) = Ta^U^) = Z a.[j.,(^) - r„(.)] 



fiBlO M-iO 



converge uniforinément dans toute region finie du plan et représente par 
conséquent une fonction entiére satisfaisant ä Téquation (70). 

Remarquons qu'en general il faut faire varier le chemin d^intégra- 
tion de Tintégrale (pn[z) avec Tindice n et c^est ainsi que le nombre des 
termes exponentiels dont se compose 7:^{z) croit indéfiniment en mémc 
temps que Tindice n. I/unique cas ou il suffit de prendre un chemin 
d'intégration fixe, c*est a dire indépendant de n, est celui oii le rayon 

oe 

du cercle de convergence de la serie SlMa^jSf" ne s'évanouit pas. 

»■=0 *• 

Pla9ons-nous dans ce cas et supposons que la serie 
(73) i'(^)=IIl»««,-;i! 
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8oit convergente pour \z\> L Désignons de plus par C un cercle, dont 
le centre est a Torigine, dont le rayon est supérieur a / et qui n'a sur 
sa périphérie aucune racine de Téquation e^ — a = o. 

Alors nous pourrons prendrc Tintégrale ^„(-2?) le long du cercle C 
et la fonction F{z) se presentera sous la forme 

(74) /•■{.) = ,1; f-/^'-HOäC. 



Prenons pour exemple a = — i et 0{z) = — , de sorte que 

Téquation a résoudre devient 

(75) F{z+i) + F{z) = -'^. 

VA\e est évidemnient satisfaite par la fonction entiére si n ;r2r vrr-r • 

Désignons avec M. HfiRMrrK les fonctions f„(-^) correspondant a la 
constante a= — i par /„(^), de sorte que 



00 



> 



(76) «rVv=S^"(^M«- 

La fonction 0{z) étant égale a 

ii«»0 I __ 

nous aurons 

(77) ^w=i:(-'r'3^-,-iT- 

Gette serie est convergente pour | ^ | > t et pour ces valeurs de z sa 
somine est égale ä -~.lg ' . . Ainsi nous aui*ons d'aprés (74) 

ZI> Ti "j" 7Zt 

(78) /,.(,) = _i/--^, Ig >±-»rff, 

rintégrale étant prise le long du cercle |C| = ^» oii / est conipris entré 

7C et 27t. 
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En transfonnant cette intégrale d'une maniére semblable a celle 
que nous avons employée plus haut pour Tintégrale (44), on reconnait 
que la fonction F{z) est identique a la fonction ^{z) définie par Téqua- 
tion (53). Ainsi notre annlyse nous donne comine solution de Téquation 
(75) la fonction 

r'(z) 7T 

(79) -^^i^) = sin TOyrr^ + -cosTTZ + (Ig 2;r — -/"(i)) sinm. 

l {z) 2 

Le développement de cette fonction suivant les polynomes Xni^) ^^^'^ 
d'aprés (72) 



?i«0 



ou, puisque Ton a 

d: 



2n / e-"^ d^ / \ . 2n 

>''■■ W = "ig- j ^^>T f5=5r, - A'.. W + 2 ;^ (- I)-*' sin r», 

(80) Fw = f:^(_,)-^V^.w + lrr?} 



Considérons encore Téquation 

(81) F{z+i}-~F{z)=0{z), 

la fonction donnée <P{z) étant supposée méromorphe dans toute region 
finie du plan. Je vais démontrer que Véquation admet toujours une so- 
lution F{z) eUe-méme méromorphe dans toute region finie du plan. Coni- 
Tnen9ons par le cas special oii il y a une droite verticale (c'est ä dire 
paralléle a Taxe des quantités purement imaginaires) telle que tous les 
p61es de 0{z) soient a gauche de cette droite. Je dis que Ton peut 

déterrainer les fonctions entiéres rationnelles ,9o(^) > ^i(^) > • • • ^® ^^^'^* 
fa9on que la serie 

(82) F,(^) = {g,{z)-- 0iz)\ + [ff.ie) - <p(^ + ,)} + . .. 
représente une fonction méromorphe dans toute region finie du plan. 
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En eflFet, les parties reelles des p61es de 0{z) étant inférieures a un 
certain nombre ^, celles des p61es de 0(if + n) seront inférieures ä ^ — n. 
Soit k le plus petit nombre entier positif tel que ^ — ä est négatif ; 
nous prendrons 

Désignons niaintenant par s^ , e^^^ , . . . des quantités positives assujetties 
a la seule condition que la serie 

soit convergente. La fonction 0{z -{- n)j ou n>Ä*, est holomorpho dans 
un cercle dont le centre est ä Torigine et dont le raypn est certainement 
supérieur a n — p. Par conséquent nous aurons 

fP{z + n) = 5p„(^), 

H^ii(^) désignant une serie entiére uniforméinent convergente pour les 
valeurs de z satisfaisant a la condition j^s^j <^w — p. Cela pose, nous 
prendrons pour ffni^) un certain nombre de terraes de la serie ^n{^) ^^ 
disposant du nombre de ces termes de fa^on que Tinégalité 

(83) \<l>{^ + n)-g„{z)\<s„ 

ait lieu pour toute valeur de Zj dont le module est inférieur a w — p. 
Soit maintenant R une region finie quelconque du plan. Comme la quan- 
tité n — p croit indéfiniment avec n il est evident qu'a partir d'un 
certain indice w, soit a partir de w = r, Tinégalité (83) est satisfaite 
pour toute valeur de z appartenant a la. region R. Donc la serie 

{ffr{^) — <P{z + r)] + \9rAz) - 0[z + r+ i)\ + ... 

est absolument et uniformément convergente dans la region i2, d'ou il 
suit que la serie (82) représente une fonction méromorphe dans toute 
region finie du plan. 

Maintenant la fonction Fj(^) satisfait évidemment a Téquation 

Y,{z+i)-¥,{z)^0{z)—g,{z)+\g,{z+i)-g,{z)\ + \9,{z + i)—g,{z)\+... 

c'est a dire a une équation de la forme 

F,(^+ i)_F,(;sr)= 0{z)-\-G{z), 
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G{z) désignant nne fonctioii entiére. Soit I'^{z) une fonction enticre 
qui vérifie Téquation 

E{z+ ^)- E{z)=-- G{z). 

Alors la fonction 

F{z) = V\{z) - E{z) 

sera une solution méroraorphe de Téquation (81). 

Reniarquons encore que nous pouvons représenter t\z) par une serie 
de la rnéme forme que F,(2?), puisque E{z) peut ötre développée (d'une 
infinité de maniéres) en une serie toujours convergente procédant suivant des 
fonctions entiéres rationnelles. Ainsi dans le cas qui nous occupe Téqua- 
tion (81) Jidmet line solution méromorphe représentée par une serie de 
la forme 

(84) F{z) = i,\g„{z)-0{z + n% 

les On^z) étiint des fonctions entiéres rationnelles. 

Considérons maintenant le cas oii les pöles de la fonction donnée 
0{z) sont tous situés a droite d*UKe certaine droite verticale. Nous 
pouvons procéder d'une maniére analogue et dérnontrer ainsi quil existc 
une solution méromorphe de Téquation (81) représentée par une serie 
de la forme 



QO 



(85) F{z)=T\0{z — n)-K{z% 

les h^{z) étant des fonctions entiéres rationnelles. D'ailleurs on raméne 
ce cas au cas précédent en remarquant que la fonction — F(i — z) ' 
sera une solution de Téquation (81) si la fonction F{z) vérifie Téquation 
F(^+ \) — F{z) = 0[—z). 

Passons enfin au cas general, 0[z) étant une fonction méromorphe 
donnée quelconque nous prenons a volonté une droite verticale et distri- 
buons les pöles de <P{z) en deux groupes, contenant Tun tous les pöles 
situés ä droite, Tautre tous les pöles situés a gauche de la droite verticale. 
Les pöles situés sur cette droite peuvent ctre repartis a volonté dans Tun 
ou lautre des groupes. D'aprés le théorémc de M. Mittag-Leffleu il est 
toujours possible de décomposer 0{z) en deux fonctions CP,(^) et 0^{z) 

(86) <l>{z)= 0,{z)+ 0,{z), 
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de fa9on que les p61es de (P^{z) et 0^{z) colncident respectiveinent avec 
les pöles de 0(z) appartenant au premier ou au deuxicme groupe. 
Maintenant déterminons les fonctions méromorphes 

(87) F,{z) = i{0,{z-n)-Kiz)\, F,{z)^i{ff^{z)-<P,{z + n)\ 
telles que 

(88) F,{z + i) - F,{z) = ^.{zl F,{z+ i) - F,{z) = 0,{z). 
Alors la fonction 

(89) F{z) = F,{z) + F,{z) 

satisfera a Téquation (81). Ainsi notre théorérne se trouve coinpléteinent 
démontré. 

Remarquoiis encore que Ton peut construire d'une autre inaniére 
une solution iriéroiiiorphe de Téquation (81) dans le cas special oii il 
existe une fonction entiére //(^) ayant la période i et admettant tout 
pöle de 0{z) d'ordre n coinine zéro d'un ordre >n. En effet, dans ce 
cas n{z)0{z) sera une fonction entiére et, en désignant par V^\z) une 
fonction entiére satisfaisant ii Téquation V''{z + O — ''''(^) = ll[z)0{z), 

la fonction méromorphe F{z) = jfi < sera une solution de Téquation 

F{z + ^) — F{z) = 0{z). 

Considérons maintenant le cas oii tous les pöles de la fonction donnée 
0[z) sont du premier ordre, les résidus des poles étanten outre des nombres 
entiers positifs ou négatifs. Alors la fonction i\z) définie par Téquation 
(89) sera une fonction méromorphe de meme espéce que 0[z), Or toute 
fonction de cette espéce est la dérivée logarithniique d'une fonction mé- 

romorphe et reciproquement. Uonc 1 equation ^ . - - ^ — —^ = —— , 0\z) 

désignant une fonction méromorphe donnée quelconque, admet une so- 
lution Fi^z) elle-méme méromorphe. 

LMntégration nous conduit a la proposition suivante: 

Si 0{z) est une fonction méromorphe quelconque, il existe toujours une 
fonction méromorphe F{z) télle que 

(90) ^-^ = cP(.). 
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La solution la plus générale de cette équation sera évidemment 
F{z)n{e), ou n{z) désigne une fonction arbitraire admettant la période i. 

M. GuiCHARD s^est occupé de la méme équation (90) en supposant 
que 0(z) est une fonction entiére. Il a démontré que la condition né- 
cessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction entiére F{js) vérifiant 
Téq nation (90) consiste en ce que les zéros de 0{z) soient tous situés a 
gauche d'une droite verticalc (et non a »droite» comme cela est imprirné, 
par erreur sans doute, dans le mémoire de M. Guichaud). 

Démontrons, pour finir, que Téquation 
(91) F.(^)^(^ + o + 9',{z)F{z)^^{z), 

yi"^) f ^oi"^) ^ ^i^"^) désignant des fonctions méromorphes données, admet 
toujours une solution F{z) elle-méme méromorphe. 

En effet, d'aprés ce qui précéde, nous pourrons détenniner la fonc- 
tion méromorphe F^{z) telle que 



^(z)F,(z) 



Alors réquation a résoudre peut s'écrire ainsi: 

(93) l\{z + i)F{z + .) - F,{z)F{z) = - ^^(^j 

Donc en désignant par F^{z) une fonction méromorphe vérifiant Téquation 

(94) ^,(-+o-i^,(^) = -^^^ 

il e?t evident que la fonction 

(95) ^w=^! 

sera une solution méromorphe de Téquation (91). 
Zttrich, 14 juillet 1896. 

Je profite de ceUe occasion pour njouter a mon mémoire >Uber die Anzahl der Glassen binärer 
(|uadratisclier Formen von negativer Determinante» (Tome 19 de ce journal) une citation que je dois 
H Tobligeance de M. Frobbnius. L'idée de déterminer les sommes de signes de Lbgbndrb par les 
résidus des coefficients dans le développement de fonctions élémentaires se trouve déja dans le grand 
mémoire de Cauchy *Sur la théoiie des nombrcs». (Mémoires de TAcadémie royale des sciences 
de rinstitut de France, 1810, tome 17.) 
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SUR LA POLARISATION PAR DIFFRACTION 

(Seconde partie) 

PAK 

H. POINCARÉ 

i PARI SS. 



VII. 

Je reprends, apres un assez long intervalle, mon méinoire sur la j)o- 
larisation par diffraction/ Depuis, ce probléine a été robjet d'un travail 
tres iinportant de M. Sommerfeld, qui a paru dans les Mathcinatische 
Annalen, et dans lequel cet auteur retrouve et coinpléte mes resultats 
par une niéthode extrémernent ingénieuse. J^aurai done, dans ce qui va 
suivre, non seulement ii coinpléter les resultats précédemment obtenus, 
inais a les comparer a ceux de M. Sommekfeld. 

Je vais exaniiner dans ce paragraphe ce qui arrive quand j'aban- 
donne la 4® hypothése énoncée dans la premiére partie de ce travail (page 
305) a la fin du § II; c'est a dire quan^ je ne suppose plus que la 
lentille ait une ligne focale cotncidant exactement avec le bord du biseau. 

Conservons d'ailleurs les autres hypothéses, et irnaginons que Tangle 
du biseau soit infiniment petit et que Técran soit parfaiteinent conducteur. 

Voyons coniment les resultats du § III vont se trouver rnodifiés. 
Nous aurons toujours (ef. i^*^ partie, page 308): 

ou si /> est tres grand: 

{b) ^ = £ ^„ v -^ CO8 («/> - '^ z) sin ^ . 

* Ce journal, t. 16, p. 297— 34O. 

Ada mathematica. 2(>. Impriiné le 4 ff-vrier 18i»7. 40 
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Le coöftlcient A„ doit <lépenilre du temps et, craprcs nos hypothéso:?, étre 

(le la forine: 

Al iio&pt + Al smpt. {p = aV) 

Mais si Z est de la fonno 

Z^ cos;>^ + Zj Qxnpt (ef. i'''^ partio, page 306) 
ee sera la partie reelle de 

Z = (Z, -iZJe*^". 

Coinme Z' satisfait aux méiiies équations que Z, il sera plus simple de 
considérer Z' au lieu de Z et d^éerire: 

'2 

ou: 

Z' = Z«„e"''./„ M sin ^ («„ = X — iA\) 

OU en suppriniant Taccent de Z' devenu inutile: 



Z = Za„e""./,(«/>) sin ^ 

2 



En supposant p tres grand, on a: 



*fn («/>) = V — COS ao /T = 

roii: 



il (O tKO 

a„sni — / M + i \ ^ «„siu 

- - ' -' - 2 

e 



.i^./ \i2zap jL^ \l2mift 

Le premier terme correspond au faisceau incident, et le second aux divers 
faisceaux transmis. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la lentille avait sa ligne focale 
sur Taxe des z^ ee qui se traduisiiit analytiquement par eette condition 
que a^ était essentiellement réel; car il ne devait pas y avoir de diflfé- 
renee de phase entré les divers rayons incidents. 
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Mais il iren est plus de mémo si la ligne focale ne coTncide pas 
exactement avec l'axe des z. 

Soit en effet O Torigine des coordonnées, soient ¥M et FM' deux 
rayons venant se croiser au point F sur la ligne focale. Prenons FM 
tres grand par rapport a OF et FM* = FM\ la phase du niouvenient 
lumineux devra étre la inénie en M et en M\ puisque ces deux points 
sont a la méme distance de la ligne focale. Mais ces deux points ne 
sont pas a la méme distance du point O, 

Prenons au contraire sur Ics deux rayons FM et FM' deux points 
ilfi et M\ situés a une méme disttmce p du point O, /> étant tres grand. 
Si la distance OM^ est tres grande, OM^ fera un angle tres petit avec 
FM\ mais les deux points 3/, et M\ n^étant pas a la méme distance du 
point F , la phase ne sera pas la méme en ces deux points. 

La phase au point M^ sera proportionnelle ii la distance OF nml- 
tipliée par le cosinus de Tangle de OF avec FM. 

I/expression a^ sin — sera donc imaginaire et Targument de 



a„ sill .(w + l)/r 

2 -' 



F{<o) =: V --^ e * 
sera 

/ cos(ö> — Cl>^), 

/ étant proportionnel a OF et w^ representant Tangle de OJ^^avec laxe des x. 

L'intensité et la phase de la lumiére incidente sera ainsi définie par 

la fonction F{o))y Tintensité et la phase de la lumiére transmise, tant 

directement que par reflexion ou par diffraction sera alors définie par la 

fonction: 

. nio 
a„sm— - .(w + J)r 
2 +'4 



Posons maiutenant 



i.;H=^- 



/27rö/> 



<^H=^ - 



nio 

a„ COS - .(n+Ur 

2 »4 



0M=^ 



IzTrap 
nco 

a„ COS .(H+Dr 

2 ' - 4— 



y]2i:ap 
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il viendra: 



it 

T 



<P + iF=4=^Ta.-'<^-^^^ 



~ 4 /__2! _5\ 



yjlnap 



I.T 



^27tap 






T 



..-.., ^ -= ^... -'-^^), 

y2;r«/> 

d'oii : 

</>(,^) + iF(ö>) = ^(— ö>) — iF{— co), 

(2) i(P(ö> + tt) — F{a} + ^) = ^, W + i^; W, 

i^(/T — (o) — F{7r — (o) = ^,(ö>) — iFi{(o). 



( 



roii enfin: 



(3) F (ö>) = ^(^^ + ;r) — tf>(;r — to) _^ ^ F(^e; + ,-r) — i^X;r -- a;) ^ 

Le calcul, sous une autre forme, est tout ii fait pareil a celui du § III; 
F{(o) dans les notations de la page 308 du § III s'écrirait: 



F{a») = ^<")'' 



— t — 

4 



On aurait de méine (ef. i*" partie page 309) 

\/p 
et avec les notations de la page 312: 



F{(o) = \/-^ f(<o)e '* 
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La seule difterenoe, cest que la fonction F{(o) n'est plus supposée 
reelle. 

Le probléine est ainsi rameué a la détermination de 0{a)) quand on 
connalt -F(ro). 

Or la formule de Fouricr uous donne: 

8111 






d'ou: 

iUO -i .T 

cos 



O 



(roii on ti re: 



•It: 



(4) </>M = / F(a)^^ (cotg '"-+-« + cotg «^) . 



O 



Mais cette formule demande une interpretation: en effet la fonction sous 

le signe \ di^vient infinie pour a = ro; (je suppose ro compris entré o 

et 2-) rintégrale semblc donc indéterminée a moins qu'on n'en precise 
le sens. 



2- 



LMntégrale \ est indéterminée, mais Tintégrale: 

o 

/ + / 

est parfaiteinent déterminée et tend vers une limite déterminée quand s 
tend vers o. 

Cest cette limite que Cauchy appelle valeur primipiile de Tintégrale. 

Cest cette valeur principale quMl faut prendre pour 0{(o). 

D'aprés notre hypothése, largument de F{o}) est egal a 

/ COS(ö> 0}q) 

et / est egal a 27tOF di vise par la longueur d'onde; ce sera donc un tres 
grand nombre, a moins que OF ne soit tres petit. 
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Nous coiivienclrons donc de considérer le> quantités qui contiennent 
en facteurs ,- coinine tres petites du premier ordre, et celles qui conti- 

eniient en faeteur -. eoniine tres petites du 2^ ordre. 

I/intéjrrale 

/. 

(I 

est alors du second ordre, pourvu que /(a) soit linie dans Tintervalle de 
a a h ainsi que sa dérivée; ear elle est égale a: 



"lf{h)-'"-Jio.)-^fe"''r{«)da. 



«i 



Dans les niénies eonditions, Tintégrale: 



(» 



sera du i" ordre; en effet la dérivée de /(a) étant finie, nous pourron» 
poser : 

r{a) == /-(o) + otfr(ot), 

c (a) restant finie, et notre intégrale peut alors sécrire (en posant a' = ^): 






2 



La preiniére intégrale est du i^*^ ordre et égale a 



m'-^-\/l 



et les deux autres sont du 2^ ordre en vertu <lu théorénie préeédent. 



L^intégrale 



(5) fe'^'^'f(a}da 
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sera du 2"^ ordre si dans Tintervalle d'intégration /(a) est rinie ainsi que 
sa dérlvée et que fr'(a) , fr"( a) et -77^; et en effet en posant 

rintégrale devient: 

Supposons niaintenant que (f\oi) s'annule dans Tintervalle d'intégration, 
par exemple pour a == ot^; posons: 

d'ou 

rintégrale (5) deviendra: 



ou 



/>(/5) = /•(«)-''^ 



f '( « ) 



D^apres les hypothéses faites [/'(a) ,/*'(«) j f^'(^) ? F"(a) ^ 7-^ finis], /*,(^9) 
et sa dérivée 

restent finies. 

Done rintégrale (5) est égale a des quantités prés du 2'^ ordre a 
rintégrale: 

'^ \]2l 



— X 



Supposons niaintenant que nous envisagions Tintégrale 

(6) fe""f{a)da. 
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oii nous supposerons que f\a) devienne infinie pour a = a^. Soit par 
exeinple 

(7) . A«)=«-i«, + ^(«)' 

j^(a) étant finie et continue. LHntégrale (6) un pas elle-méine aucun 
sens; mais nous envisagerons sa valeur principale; cette valeur sera évi- 
deinment égale a des quantités prés du 2^ ordre a la valeur principale de 

VI- Ada 



/^"«- 



a — a. 



qu'il est aisé de trouver et qui est égale a: 

De inéme Tintégrale 

ou /*(«) est de la fonne (7), ou jr(a) est finie et continue et ou f^^a) 
ne s'annule pas, sera egal a des quantités du second ordre prés a 

Appliquons ces principes a Tintégrale (4) qui peut secrire: 

o 

oii F^{a) qui est le module de F{a) a une valeur finie; nous pouvons 
méme supposer que F^ia) soit continu. 
La foriction 

ne cesse d'étre finie et continue que pour a — (o. L^exposant 

«7cos(a — ' (Oq) 
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a sa dérivée qui s'annule pour 

a = ci>^ , a = (o^^ + TT. 

Si donc nous iiégligeons Ics quantités du 2^ ordre, nous n^aurons a en- 
visager que les elements de Tintégrale qui sont voisins de a = «i, a = ö>^, 

a = w^ + TT. 

Considérons d'abord les premiers; la valeur principale de Tintégrale 
dans le voisinage de a = ö>, sera: 

Tenons conipte enfin des elements voisins de a = (o^ + z, il viendra: 



l^' = 



^{a) — f (»o) ~ <^os(a — (Oq) — cös;r = 2 cos^ / 

^ 2 J2 COS /- 

ip'(a) — sin (a — €o,) ^.^ a — JOp ' 

f{a) = -^ (cotg -^- + cotg---j 



a — 10^ 



sm 



f^ip) = -^"^^;<;'+ --) (cotg '^±^- ^ + cotg?L±^-Zl") 



La partie correspondante de Tintégrale sera donc: 

La partie de Tintégrale qui correspond k cd = w^ se calculerait de la 
méme maniére. 
On trouverait 



4 71 / \ / X ^'^ + ^<^« I X ^<^0 Ö>\ 

^^'«K)(cotg— ^^ + cotg-^- j ; 



v/i v/,T 

-<4</a uMthematiea. 20. Imprimé le 1 févrior 1807. 41 
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mais pour inener ii bien ce calcul il faudrait observer que f^(a) pour 
a'^=(OQ atteint non pas un miniinurn, mais un inaximuin; et poser, non pas: 

iriais bien 

L'interprétation de ces resultats est aisée. 

Négligeons d'abord les termes du i^' ordre et ne tenons conipte que 
des termes finis; il vient alors: 



0{a}) = F(ci>) 
d'ou : 

(8) i'\{a,) = (I + i) ^>±i^L-rZ(?i - -) . 

Comparons ce resultat avec celui que nous avons obtenu au n** 3, c'est 
a dire dans les conditions d'une mise au point parfaite. 

Nous devions alors diviser t\{a}) en deux termes dont le premier: 

0{€o + 7: ) — 0(n — (o) 
2 

représente la lumiere diffractée tandis que Tautre 

(9) * 2 

représente la lumiere transmise directement ou réfléchie. 

Alors on retrouvait une moitié de Ténergie incidente dans la lumiere 
dififractée, un quart dans la lumiere transmise et un quart dans la lu- 
miere réfléchie. 

Pour passer de Texpression (9) a Texpression (8), il suffit de la mul- 
tiplier par (i — t). Les intensités correspondantes se trouvent doublées 
et on retrouve la moitié de Ténergie incidente dans la lumiere transmise 
et une moitié dans la lumiere réfléchie. La portion de Ténergie qui se 
transforme en lumiere diffractée est de Tordre des quantités négligées, 
c'e8t a dire du i" ordre. 
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Tenons compte maintcnant des terines du i*""^ ordre. 

On voit qu'en ce qui coucerne ces termos, tout se passé comme si 
l'intégrale qui donne 0(ö>) se réduisait a deux elements, celui qui est 
voisin de a = co^ et celui qui est voisin de a = w^ + tt. Dans chacun 
de ces elements, Targument de F{a) qui passé par un maximum ou un 
minimum demeure sensiblement constant; de sorte que pour chacun d'eux 
tout se passé comme dans le n"^ III. 

Le röle prépondérant joué par ces elements est aisé a comprendre; 
et la signification physique de cette prépondérance est manifeste ; les seuls 
rayons qui subissent Teffet de la dififraction sont ceux qui passent prés 
du bord de Técran. Evidemment d'ailleurs ceux qui se rapprochent le 
plus du bord de Técran, c'est a dire de O, sont ceux dont la direction 
est voisine de OF, puisque tous passent par le foyer, c'est a dire par F. 

Dans les expériences telles qu^elles sont ordinairement faites, un seul 
de ces elements interviendra. En effet le faisceau concentré par la len- 
tille aura une ouverture limitée, en tout cas inférieure a tt. Par consé- 
quent la fonction F{a) qui définit Tintensité et la phase du faisceau in- 
cident sera nulle sauf quand a sera conipris entré deux limites a^ et »j, 
conformément aux inégalitcs 

»y < a < »j. 

Si cDq est compris entré a^ et »j, il n'en sera pas de méme de w^ + ^• 
Si donc F(a>o) '^'^st pas nul, F{(Oq + ^) sera nul; de sorte que Télément 
correspondant a co^ interviendra seul. 

En resumé, dans le calcul des termes du i*"^ ordre, tout se passera 
comme si le faisceau au lieu d^avoir une ouverture égale a a^ — a^ 
avait une ouverture beaucoup plus petite et si Tangle a variait seule- 
ment de ö>^ — s a co^ + s. A cela prés, il ny aura rien de changé 
aux conclusions du n** III. 

Dans le mémoire que j'ai cité, M. Sommerfeld retrouve les mémes 
resultats que moi, bien qu'il traite un probléme en apparence bien diffé- 
rent. Apres ce qui précéde, nous ne devons plus nous en étonner; le 
cas qu'il traite et qui est celui de la lumiére paralléle peut étre regardée 
comme le cas extreme de la mauvaise mise au point, et nous venons de 
voir que le défaut de mise au point n influait pas sur nos resultats les 
plus essentiels. 
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VIII. 

eTe voudrais maintenant indiquer le moyen de tenir compte de la 
courbure du tranchant du biseau. Pour cela j'attribuerai a la section 
droite de ce biseau une forme aussi simple que possible, a savoir celle 
d*une hyperbole dont le sommet sera tres voisin du centre. Alors cette 
hyperbole se confondra sensiblement avec ses asymptotes sauf dans la 
partie tres voisine du sommet qui presentera au contraire un rayon de 
courbure tres faible. Nous nous rapprocherons ainsi suflfisamment du oas 
réalisé par un biseau dont le tranchant est imparfait. 

Soit 

Téquation d'un systéme d^ellipses et d'hyperboles homofocales. Soient x 
et y les coordonnées rectangulaires d'un point; soient Å et /j, ses coor- 
données elliptiques, A étant le paramétre correspondant a Tellipse et /£ a 
rhyperbole. 
Soit alors 

réquation de la section droite du biseau. 

Comme Tangle de ce biseau doit étre tres aigu et son tranchant 
presque parfait, il faut que c soit tres petit et /i^ < c, mais tres voisin 

c ~~— fjt 

de C] je veux dire que — doit étre tres petit; car cette derniére 

quantité est de Fordre de Tangle des deux asymptotes. 
Il vicnt alors: 



dx' + dy' = dX'^^ + ^f'"^^ 

/i2 2\ A /^2 2vd*n du , , 5 2x^*w du 
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Si iiiaintenant iious considérons, soit Z dans Thypothése oii le plan de 
polarisation est le plan d'incidence, soit la force magnétique ^, ci ces 
deux plans sont rectangulaires, nous verrons que Z ou ;* devra étre la 
partie reelle de iié^^\ \i satisfaisant a Téquation 

Aw -f aV = o, 
et cette équation devient: 

(A- - o g' + a1" + (c> - ,,■) ^^r- - „^; + ,'(A' - ,.•)» = o. 

Nous pourrons satisfaire a cette équation en posant: 

u = LM, 

L étant fonction de Å seulement et M de /x seuleinent et en supposant 
que L et M satisfassent aux équations: 

(1) (A' - of]!- + ^§ + «'(A' - k)L = o, 

(2) (/.' - r») '^ + /i ~ + « V' - k) M = O, 

oii k est une eonstante quelconque. 

Il faut voir coinment doit étre choisie la eonstante k et aussi parmi 
toutes les intégrales des équations du second ordre (i) et (2) quelles sont 
celles qu'il faut choisir. 

D'al)ord Å peut varier depuis c jusqu'a 4-co et /i depuis — c jusqu^a /i^. 

Nous étudierons donc Téquation (i) dans le voisinage de A = c et 
nous verrons que cette équation admet deux intégrales, la premiera dé- 
veloppable suivant les puissances entiéres de Å — c, la seconde suivant 
les puissances impaires de ^; — c. La preniiére pourra sappeler la so- 
lution paire et la seconde la solution impaire. 

Nous étudierons de mérne Téquation (2) dans le voisinage de /i = — c 
et nous trouverons de mérne deux solutions, une solution paire dévelop- 
pable suivant les puissances entiéres de /x + c et une solution impaire 
développable suivant les puissances impaires de y/ft + c. 

Si Ton veut que LM soit une fonction uniforme de a^ et de y, il 
faut choisir pour L soit la solution paire, soit la solution impaire de (i), 
et pour M la solution de mérne parité de (2). 
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Ainsi, L devra étre soit la solution paire, soit la solution iinpaire 
et non pas une combinaison linéaire de ces deux solutioiis, et on ob- 
tiendra M en changeant dans L la variable X en — /x. Pour déteruiiner 
la constante k on aura T une des deux conditions sui vantes: 

1°. Si le plan de polarisation est paralléle au plan d'incidence on 

devra avoir 

J/ = o pour n ^= m. 

2^ Si au contraire le plan de polarisation est perpendiculaire au 
plan d'incidence, on devra avoir: 



dM 


= o pour /i = o. 


Si nous posons 




z^ — 


c (!0S (O 


réquation qui donne u devient: 





(3) (A' - C) ^^ + >. g + ;S + «'(A' - c^ cos' <o)u = o 

et réquation (2) devient 

(PM 

(2') -r^ = 0L^M(c^ cos^ (O —' k). 

Nous désignerons par w^ la valeur de w qui correspond a /i = /x^,. 

Si on avait supposé c = o, on serait retonibé sur les conditions du 
n® IV, Técran aurait été un biseau parfait limité par les deux plans 

Ö> = (On, O) = (O 



O, «/ — «/o 



tandis que dans le n° IV, nous avions pris comme plans limites de notrc 
biseau 

(O = 0, f o = /;r; 

(ef. loco citato page 321); mais ce n'e8t qu'une difterence de notation. 

Si nous supposons en outre cdq = rr, nous retombons sur les con- 
ditions du § III, c'est a dire sur le cas d'un écran plan infiniment miuce; 
seulement le plan de Técran est a> = t et non w = o, ce qui n^est encoro 
qu'une différence de notation. 

Enfin si ne supposant plus c = o, nous faisons ö>o = ;r d'oii /i^ = c\ 
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rhyperbole /i = m se réduit a une droite et nous retombons encore sur 
le oas du § III. 

Supposons inaintenant que le plan de polarisation soit perpendiculaire 

au plan d'incidence; ce n'est plus il/, mais ^ qui doit s'annuler pour 

Disons quelques möts du oas de Wq = t: qui comme nous Tavons 
vu se raméne au oas du § III. Nous distinguerons alors quatre sortes 
de Solutions. 

i^*^ sorte: plan de polarisation parallcle au plan d'incidence; il/ est 
une fonction impaire de ö>; c*est de plus une fonction périodique de cd 
de période 27c. 

On a alors 

■ar . VflTZO) . / .• \ 

Mq = sin = smwoj, [m entier). 



^'^u 



2* sorte: plan de polarisation paralléle au plan d*incidence; M est 
une fonction paire de ö>; elle se change en — M quand (o se change 
en O) + 27: 

itfo = cos = cosmro, \2m impair). 



o 



3® sorte: plan de polarisation perpendiculaire au plan d'incidcnce; 
M est une fonction impaire de w et se change en — M quand m se 
change en cw + 27: 

Mq = sm = sm»{Q>, [2m impair). 



o 



4* sorte: plan de polarisation perpendiculaire au plan d'incidencc; 
M fonction paire de <o, périodique de periode 2r 

Mq = cos— ^ — = coswuo, (m entier) 

(ces quatre sortes de solution se retrouvent d*ailleurs dans le cas general 
oii (Oq n'est pas egal a tt). 

S'il n'y avait pas d'écran, les solutions de la i^*^* et de la 4*^ sortes 
subsisteraient seules. 

Mais si nous examinons Téquation (2'), nous reconnaitrons une équa- 
tion que Ton rencontre fréquemment en mécanique céleste et qu'ont 
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étudiée MM. Gyloén, Bkuns, Tissehand, Callaxdueau. J'ai resumé les 
principaux resultats connus au sujet de. cettc équation dans le chapitre 
XVIII du tome II de mon ouvrage sur les méthodes nouvelles de la 
Mécanique Céleste. 

Gette équation Jidniet deux solutions qui sont de la forme 

F{(o) et F^{(o) étant périodiques do période 27:. 

Pour certaines valeurs des constantes, Texposant a devient un multiple 

de ; alors une des deux solutions subsiste seule et elle est périodique 

de période 2;r ou 4^ . Ce sont prcciséinent les solutions qui conviennent 
au cas de ö>o = '^5 ^^^ quatre sortes de solutions correspondent dans un 

ordre convenable aux cas 011 le nombre entier **. est congru o, 1 , 2, ou 



3 (mod 4). 

Une autre reniarque mcrite de retenir un instant notre attention. 
On sait que M. Gyldén a ramené approximativement Téquation (2') a 
Téquation de Lame. I)'autre part la fa9on dont nous Tavons obtenue 
la rattache également a Téquation de Lame, mais il faut chercher a se 
rendre compte de la nature du lien qui les unit. 

Soit 



9 *> 't 



un systéme d^ellipsoldes liomofocaux: soient p , /i , v les coordonnées ellip- 
tiques d'un point et soit: 

L^équation AF=o devient alors: 

d^V (W (UV 

(5) (/i'-''')i/+('''-/>')^-r + (/-/i')y-=o. 
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Si alors nous posons 

V = RMN, 

et que i? soit défini par Téquation 

(6) ^ = R{Ap^ + B) 

011 A et B 8ont des constantes quelconques; si 31 et N se déduisent de 
R en changeant p en /i et en i^; Téquation (5) se trouvera satisfaite. 

L'équation (6) n'e8t autre chose que ce qu'on appelle Téquation 
de Lame. 

Si Ton suppose b tres grand, et que Fon ait: 

p^ >b^> /JL^ > c^ > p\ 

m 

on voit que p sera égaleinent tres grand et que Ton aura sensiblement 

fji = c COB {byj)y y = c cos (ftC). 
L'équation (6) ou plutöt Téquation analogue: 

devient alors en posant bij ~ w. 

d*M T,.lÅ , , B' 

de sorte que nous retrouvons Téquation (2'). 

Il nous reste a voir comment Téquation (5) se raméne a Téquation 
en w; c est a dire a Téquation (3). 

Nous avons supposé b et p tres grands; posons 

V=Ru, 

R dépendant seulement de $, u dépendant seuleinent de r] et de C 
Nous poserons 

Jda mathetnatira. 20. Jiupiinif le G f^^rrler 18(«7. 42 
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nous voyons quc a^ ne dépend que de f; ce sera donc une constante, 
si nous regardons p et ^ comme des constantes; je supposerai que a' est 
fini et b^a^p^ tres grand et je ne conserverai dans Téquation (5) que les 
termes qui contiennent p^ en facteur. Il viendra en divisant par p^R: 

b a i/I — ,)w + — _— =0 
ou, en divisant par b^: 

d*n , 2 \ du d*u . « «\ . ^^ • »/ « »\ 

ce qui est bien notre équation en w a la difTérence des notations prés, 
A étant remplacé par v. 



IX. 

Nous avons étudié dans le paragraphe précédent les fonctions M; 
les fonctions Lj comme nous Tavons vu, s'en déduisent en changeant p 
en — Å. 

Mais j'ai surtout besoin de connaitre les propriétés de ces fonctions 
L pour les valeurs tres grandes de A. 

Il est clair, d'aprés la forme de Téquation (i) que la valeur approchée 
de cette fonction pour A tres grand sera: 

gtöA g — iuX 



A^-=+B 



oii -4 et B sont des constantes, et le principal probléme qu^il nous reste 

JO 

a résoudre est la détermination du rapport — . 

Il y a des cas ou nous savons faire cette détermination. 
1^ Si c = o; la fonction L n^est alors autre chose que la fonction 
de Bessel; et on a: 
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d'ou: pour A tres grand 



Le rapport — est alors egal a 



e 



Quant ä la valeur de A;, il est aisé de la déduire de celle de (o^\ on 
voit que ayjlc doit étre un inultiple de — . En resumé le rapport -. 
devra étre egal å 

m étant entier. 

2°. Si ö>^ = ;r; Técran se réduit alors ä un plan infiniment mince 
et les conclusions du § III doivcnt s'appliquer. La fonction L n*est plus 
une fonction t/,, mais elle est développable en serie procédant suivant 
les fonctions J^. 

Supposons d'abord que L (et M) soit une solution de la i^"* sorte. 
Alors LM est une fonction de A et de /i qui change de signe quand on 
change y'c* — //* en — ^'c* — fi^ ou quand on change y/x*'—^^ en — yjÅ*— c* ; 
on peut également Texprimer en fonction de a; et de y; on voit alors que 
c'est une fonction uniforme de x et de y qui change de signe avec y. 

Mais il vaut mieux poser: 

X ^= c -]- p COS ö> , y "= P flin (O 

de fa9on ä introduire des coordonnées polaires /> et co; Tanglc cd n'est 
pas alors le mérne que celui qu'on a introduit en posant /i = — ccosco. 
On voit alors que Ton doit avoir: 

LM = A^J^(ap) sin co + A,^J^{ap) sin 2a) + A^J^{ap) sin 3ö> + • • • ; 

A^y A^y A^ étant des coöfficients quelconques. 
Pour p tres grand on a sensibleraent: 

p = — c cos a>; Å = p -{• c cos (o , 



■^-('V) = V4^«o8(«^-^;r) 
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ou approxiinativemeiit: 

J„{oLp) = y — tCos (aÅ — ac cosco t:) 

d'ou: 

y r 8/«T 6ijT lir n 

iitf = Y/_e«"-«-«»»[^^ sin ö>e~~ + ^, sin 2a}e~~ + ^, sin 3ö>e"~ +...J 
+ y — re—^+^^^^^-U, sin ö> e ~ + ^, sin 2ö» e * + . . J. 



JO 

Le rapport -j est donc egal a 



p^aic cos (tf 



SiÄ- öiff ItTT 

A^ 8111(0 6 +A^sui2a)6 +A^smi<oe +... 

8ir Ä»T 7i;r 



^, sin (oe ^ + A^ sin 2t«ie + A^ sin 3re>e + . . . 

et il doit étre indépendant de <o. 

Si nous faisons dans Texpression précédente ö> = - , les tennes qui 

contiennent les sinus d'un multiple pair de to disparaissent et il reste: 

B 

Si L est M étaient des solutions de la 4* sorte on aurait eu: 

LM = A^J^iap) cosö> + A^J^{ap) cos 2ö> + . . 
et apres un calcul tout pareil au précédent: 

B _ ^2a»vco8«, A^* + ^rcos w e * + ^, cos 20; e * + . . . 

6 



^4^6 + ^1 COS we + A^ cos 20; e + . . . 

En faisant w = - on aurait vu disparaitre les termes qui tenaient en 
facteur un cosinus d'un multiple impair de <o et on aurait trouvé: 

B 
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Si L et M étaient des solutions de la secoiide sorte oii aurait eu: 

LM = }:A„,J„, {oLp) cos mo) , 
m étant la moitié d'un nombre impair; d'ou: 






%K 



^Am COS mo; e 



mm 

En faisant <£)=-, il vient: 



B 2.4* + ii:A 



p 



A l'Ak — i2!A 



p 



ou ^Ai est la somme des coöfficients A^ tels que 2m :z:^ (mod 4) tandis 
que lAp est la somme des coéfificients A„, tels que 2m = i (mod 4). 

On voit que le rapport — dépend de c et il eu serait encore de méme 

en ce qui concerne les solutions de la 3® sorte. 

Revenons aux solutions de la i^"* sorte; on voit que la serie 

A^smoDe * + A^ sin 2(o e * +... 
représente le développement par la formule de Fourier de 

K désignant une constante et oii dans la fonction ilf on a remplacé /x 
par — c cos cd . 

Ti 

Je dis maintenant que le rapport — a toujours pour module Tunité. 

En efiFet d'aprés ce que nous avons vu plus haut, L est développable 
suivant les puissances de 



\/ 



>t — c, 
X + c' 



le développement est convergent pour toutes les valeurs de X dont la 
partie reelle est positive; il contient seulement des puissances impaires 
ou seulement des puissances paires. Le rapport d'un coöfficient au pré- 
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cédent est facile ä calculer; on peut sans restreindre la généralité sup- 
poser que le premier coefficient est egal a i ; alors tous les autres seront 
réels et L sera une fonetion reelle. 

La valeur approchée de L devra donc étre aussi une fonetion reelle; 
c'est å dire que A et B devront étre imaginaires conjugués; donc leur 
rapport aura pour module Tunité. Nous poserons donc: 

ou est un nombre réel qui fait connaitre Texcés de la tnarche optique 
sur la inarche géométrique des rayons correspondant au mouvement lu- 
inineux représenté par la fonetion L3I prés de Técran. 

Ce nombre est une fonetion continue de aV et de a^k. 



X. 

Reprenons Téquation 

(O (A'-c')^ + A^ + a'(r-A:)Z = o. 

Parmi les solutions de cette équation, nous en distinguerons deux: la so- 
lution paire qui est développable suivant les puissances paires de 



\/'^.' 



le premier coefficient se réduisant ä Tunité. Nous la représenterons par 
la notation 



i. = i'',(^,«V,a'Ä); 



et la solution impaire qui est développable suivant les puissances im- 
paires de 



v/m- 
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le premier coéfficient se réduisant a Vunité. Noiis la représenterons par 

L = F,(^,aV,a'k). 

Pour une valeur donnée de ■-. F. et F^ sont des fonctions entiéres de 

a v et oL^k. 

Ce n'est pas tout. Reprenons les coéfficients que nous avons appelés 
A Qt B dans le paragraphe précédent; et qui, nous Tavons vu, sont imagi- 
naires eonjugués. 

Voici alors cornment se présentent les diverses solutions de notre 
probléme : 

1°. Solutions de la i^'* sorte; plan de polarisation paralléle a celui 
dMncidence; M fonction impaire de cd. 

On déterminera ki par Véquation: 

(AJ F,(-^,«V, «'*,) = o 

dont le premier membre est une fonction entiere de A*,; et on prendra: 

2* sorte; les dcux plans paralléles, M pair. 
On déterminera A\. par 



et on prendra 



/., = F,[^, a'Ä,) ; 3f, = F, (-/^ , «U-,). 



3® sorte; les deux plans perpendiculaires, M impair. 
On déterminera A, par 

(A3) F5(-^-J^ , a V , ot^/-,) = o. 
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Je désigne par F\ et F!^ los dérivées de F^ et F^ par rapport a -; on 

c 

prendra 

4* sorte; les deux plans perpendiculaires, M pair. 
On détermine k^ par 

(AJ F;(-/^-,«V.a'A-,)=o 



et on prend 



L, ==F,{^, a'A-,) , 31, = F,(-^ , a%). 



Soient Mi et M, deux Solutions <fe la méme sorte, soient 3f,',3fi,3f,'', M',' 
leurs dérivées premiéres et secondes par rapport a <y. 
On aura les équations: 

M'i' = a^Mt{c' cos' O) — K) 

M': = a»JJf,(c*co8'ö> — A,). 



(2) 



Uexpression 

(3) M,M: - M^M\ 



a pour dérivée: 



M,M': — M,M\\ 



Mais pour ö> = + ö>o. 3f,- et M^ s*annulent toutes deux, ä moins que ee 
ne soient leurs dérivées 3f,' et Jtf^; dans tons les cas Texpression (3) 
8'annule de sorte que Ton a: 

qu en tenant eompte des équations (2) 

{ki — k„) C Mi M„ (I O) =^ o 



— *»• 
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ou (si Ton suppose ä:<<ä;„): 

(4) f MiM^do) = o. 

Cela montre que M^ et M^ ne peuvent étre imaginaires conjuguées et 
par conséquent que les équations (A,), (A,), (A3), (A^) ne peuvent avoir 
de raciues imaginaires. 

Soit maintenant Texpression MiM^ dont la dérivée est 

Gette expression 8*annulant pour a> = ± oi^' ^^ aura: 

4»« 



/ {Mi' + 3fiMy)do} = o, 



-»» 



ou en tenant compte de (2): 

a%fM]do} = aVfM'iCo&'<oda) +fMi'da), 

ce qui montre que ki ne peut étre négatif. 

Les équations (AJ, (AJ, (A3), (A^) ne peuvent donc avoir que des 
racines reelles positives. 

Les équations (A,) et (A,) ne peuvent avoir de racine commune car 
si pour A= — fi^, la fonction F^ s'annulait ainsi que sa dérivée; cette 
fonction en vertu de Téquation (i) serait identiquement nuUe. 

Les équations (AJ et (A^) ne peuvent avoir de racine commune, 
car si pour A = — fi^^ les deux fonctions F^ et F^ s'annulaient, la solution 
générale de Téquation (i) qui n'est qu'une combinaison linéaire de F^ 
et de F^ devrait s'annuler également, ce qui est absurde, puisque Téqua- 
tion (i) doit admettre une solution dont la valeur pour X = — /i^, ainsi 
que celle de sa dérivée premiére, doit pouvoir étre choisie arbitrairement. 

On déraontrerait de méme que (A^) et (A^), (A3) et (A^) ne peuvent 
avoir de solution commune. 

Mais pour a'c* = o, les équations (A,) et (A^) admettent pour racines 



«-,« 



ak = — 5- {m entier) 



Aeta mathematiea. 20. Impriroé le 5 f&Trier 1897. 43 
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et les équations (A,) et (Ag) admettent 



OL^k*^ = — T" (2m entier impair). 

0)1 ^ * ^ 



On voit que pour a^c^ = o les racines de (AJ et de (Ag) sont reelles 
et se séparent inutuellement. Mais coinme ces racines ne peuvent jamais 
cesser d'étre reelles et que deux d'cntre el les ne peuvent jamais se con- 
fondre, elles ne pourront jamais cesser de se séparer. 

Donc quelque soit a^c^ les racines de (AJ et de (Ag) se sépareront 
mutuellement et il en sera de méme de celles de (AJ et de (A,); de 
celles de (A^) et de (A^); de celles de (Ag) et de (A^). 

Nous admettons que toute fonction impaire de ö>, f{o)), peut pour 
— <Oq < O) < o)q étre développée en serie procédant suivant les diverses 
Solutions Mi{o}) de la i^""® sorte correspondant aux diverses racines de (A,). 

Soit alors: 

f{w) = 2:A,3I,{a)); 

il s'agit de calculer les coöfFicients A^; en intégrant de — ö>^ a + ft>o 
apres avoir multiplié par Mi{<o) et tenant compte des relations (4), on 
trouve: 

f Mifdoi = A f M}{o))d<o', 
désignons pour abréger par H^ les constantes 



/ M]{<o)dio, 



titf, 



il viendra: 






(5) f{<o) = jna)da^^''^f 



— o»* 



De méme nous admettrons 

1® que toute fonction paire f{a}) peut se dévolopper suivant les So- 
lutions Mi{(o) de la 2* sorte correspondant aux racines de (A,); 

2° que toute fonction impaire f{(o) peut se développer suivant les 
Solutions Mi{o)) de la 3* sorte correspondant aux racines do (Ag); 
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3® que toute fonction paire f{(o) peut se développer suivant les So- 
lutions Mi{(o) de la 4* sorte correspondant aux racines de (A^). 

Tous ces développeinents, on le verrait par la inéme analyse, seraient 
encore représentés par la formule (5). 

Cela pose, envisageons une solution du probléme de la diffraction; 

iious supposerons d'abord que le plan de polarisation est paralléle au 

plan d'incidence, et que le champ présente une symétrie telle que Z ait 

des valeurs égales et de signe contraire en deux points symétriques l'un 

de Tautre par rapport au plan des xz. 

On aura alors: 

Z = partie reelle uef^' 

et 

Les Mn sont des solutions de la i^"* sorte de nos équations, les L^ sont 
les fonctions L correspondantes, les (7„ des coéfficients constants. 

En un point tres éloigné on aura sensiblement (ef. § IX au debut): 



^X y/Å 

Les deux constantes A^ et B^ sont imaginaires conjuguées et leur rapport 
est egal a c*^"; nous pourrons poser 

A^ = \An\6 y D„ = A^\e 

A chaque racine k^ de Téquation (AJ correspond une fonction M^^ une 
fonction X„ et trois constantes A^, B^ et 0^. 
Nous tirerons de la: 

f,iaX p — iak 

(6) u = ^ 2:A„C„M, + '—r- l'B„C\ il/,. 

Le premier terme correspond a la lumiére incidente, le second a la lu- 
miére dilffractée, réfléchie ou transmise. Si donc nous posons: 

IA„C^M„ = F{a,), 2:B„C^M, = F,H, 

la fonction F{o)) pourra étre regardée comme donnée et c' est F^{a)) 
qu'il s'agit de calculer. 
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D^aprés la formule (5), on aura: 



(7) FH= jF(^)#r^ 



(^)M.(«i) 



— cy^ 



tit 

(8) F,{<o)= fF{,p)d<pY^ ei^-MnWM.iu») 

(j'emploie la lettre ip au lieu de a comme dans la formule (5) afin 
d'éviter toute confusion avec le coéflficient a qui figure dans Texponen- 
tielle e^^). 

Nous avons supposé que la force électrique Z était une fonction 
impaire de y et que les deux plans d'incidence et de polarisation étaient 
paralléles. 

Quy aurait-il ä changer: 

1^ si Z était une fonction paire de y et si les deux plans restaient 
paralléles. 

2® si les deux plans étaient perpendiculaires et si la force magnétique 
jy était une fonction impaire de y. 

3° si les deux plans étaient perpendiculaires et si N était une fonc- 
tion paire de y. 

Il est clair que dans ces trois cas les formules (6), (7) et (8) sub- 
sisteraient sauf que les fonctions J/, de la i*" sorte devraient étre 
remplacées par des fonctions de la 2®, de la 3* et de la 4* sorte. 

On voit le r61e que jouent les deux series 

/ \ ^ Mn(^)Mn(w) 



(■o) 5: 






Malheureusement ces deux series sont divergentes et c^est de la que vient 
toute la difficulté. Pour nous en rendre compte, examinons le cas de 
c = o et considérons d'abord le cas des solutions de la 1*"* sorte. 
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On a alors: 
ou n est la moitié d'un nombre iinpair et oii 

Les deux sériea que nous avons a examiner sont donc au facteur constant 

I 
pres: 



^0 



2' sin {n^ip) sin {n^(o) ; 2V'*'*'' sin {n^ip) sin (n^öi). 



La somme des premiers ternies de ces series se calcule aisément; la somnie: 

I cos pr] 

ou 2p prend toutes les valeurs impaires depuis i jusqu a 2» est évideni- 
ment: 



sin (n + i) 



. I 
sm- w 
2 ' 



et plus généralement la somme 
est égale ä 



e»(« + I)(c+r/) __ g3 ^^"*"'^ ei(n + l)(f~is) _ ^a ^^ '^^ 



+ 



ou 

K^ + ri) + K^-ri) 

en désignant par h(^ + rj) le premier terme de Texpression précédente. 
On aura alors: 

(ii) 2S sin (;pp<fr) sm {p^(o) = h {pip— p(o) + h{pa}— Pip) — h{pa} + ^fj 
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et 



(12) 2^8111 {p^)sm (p/9a>)e*P''" = h{^7r + ^<p — P(o) + h{p7c — p<p + ^01) 

— H^TT + p(p + ^(o) — h{pn—Pi}) — pw). 
Or la fonctiori A peut se mettre sous la forme sui vante: 



cos 
— I 



(" + y ^ sin (« + i) c* 



(13) K^) = i-+ ■ 1 + 

2% sin - c 2i sin - c 2 sin - f 

2 2 2 

Le premier terine ne depend pas de. w; mais les deux autres termes 
dépendent de n et ne tendent pas vers une limite déterininée quand n 
augmente indéfiniinent. Cest de ces termes que provient la divergence 
de nos series. 

D'autre part Ä($) est fini, mais les deux premiers termes du second 
membre deviennent infinis pour f = o. 

Soit alors f{^) une fonction quelconque qui reste finie; on aura: 




2isin-c / 2i8in-c / 2sin-$ 

2 ^ 2 */ 2 

Les deux premiéres intégrales du second membre n'ont par elles-mémes 
aucun sens, si o est compris dans le champ d'intégrätion, puisque la 

fonction sous le signe j devient infinie pour f = o. Pour leur en donner 

un, nous conviendrons de prendre pour chacune d elles la valeur principale 
de Tintégrale. 

Alors la seconde intégrale tend vers o et la troisiéme vers 7rf{o) 
quand n croit indéfiniment. 

Reprenons la relation (12), divisons-la par 201^ et écrivons-la sous 
la forme sui vante: 

s, = s[ + s- + sr. 

S^ sera le premier membre de (12) divisé per 2a>^, c'est a dire la serie 
(10) dans le cas de c = o et des solutions de la premiére sorte. 
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Quant a SJ, S[\ S^' on les formera de la fa9on suivante. Apres 
avoir divisé le second meinbre de (12) par 2cw^, on y remplacera chaque 
fonction h par sa valeur (13); alors S[ sera ce que devient ce second 
membre quand on y reniplace chaque fonction h pai* le i*' terme de isa 
valeur (13); S[' et 5'/' seront ce qu'il devient quand on y remplace chaque 
h par le 2^ ou par le 3* terme de sa valeur (13). 

Nous désignerons d'ailleur3 par S, , S^ , SJ' , Sj" ; ^3, Sg > • • • 5 ^4 > ^i > • • • ; 
les quantités analogues obtenues en supposant toujours c = o, mais en 
considérant respectivement le cas des solutions de la 2*, de la 3® ou de 
la 4® sorte. 

La formule (7) devient alors: 

(7') ^,(0,) =fF{,^)S[d<p +fF{<p)S['d<p +fF{<p)S["d<p. 

La premiére de ces intégrales est indépendante de ^, la seconde tend 
vers o quand n crolt indéfiniment et la troisiéme tend vers: 

- [F{(o — 7r) + F{m + 7t) — F{— (o — tt) — F(— (o + ;r)]. 

Ar 

Supposons maintenant c > o et appelons I^ la somme des premiers termes 
de la serie (10) de telle fa9on que la formule (7) devienne: 

(7") F,{w) = Y»n f ¥{<}>) S,d^. 

Pour aller plus loin, étudions comment se comportent les termes d'ordre 
élevé de la serie S^\ ces termes dépendront d'une fonction M^ définie 

par Téquation: 

M': = M„{a'c' cos'ö> — aVc„) 

ou Ä„ est une constante tres gr ande, 

Nous aurons alors une valeur approchée de ilf„ en remplac^ant Téqua- 
tion proposée par la suivante: 

M': = — a'KM^; 

car le terme a^c^cos'ö> est négligeable devant le terme a^k^. 
On aura donc approximativement: 

sin a yjhn 10 



M. = 



« v'frn 
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Rendons-nous compte du degré de rapproximation. On voit que Tinté- 
grale M^ dépend de c et peut étre développée suivant les puissances 
croissantes de c'. Le développement est d^ailleurs convergent quel que 
soit c^ et quel que soit cd. En étudiant ensuite les divers terraes de ce 
développement, on reconnaltrait que la dlfférence de M^ et de sa valeur 
approchée est de méme ordre de grandeur que 



\adkj ' 



Maintenant k„ est déiini par Tégalité 

M^{(o^) = o. 
Si M^ se réduisait a sa valeur approchée, cette équation donnerait 

et on verrait que Terreur comraise est encore de 1'ordre de —. En 

resumé on a: 

. mtco 
sm 

" (nn\ 



u-i 



avec une erreur de Tordre de -i- 



Si on supposait c = o, on aurait, comme nous Tavons vu 



en = 7r{np + -^. 



Ce sera encore la une valeur approchée de 0^ pour une grande valeur 
de ft„; je crois, sans Tavoir rigoureusement demon tré, que Terreur com- 

mise est encore de Tordre de - ou de — ^. 



n n 



Donc le n* terme de la serie Z^ (c'est a dire de la serie (lo) ou 
c ^ o) différe du terme correspondant de la serie S^ (c'est a dire de la 

serie (lo) ou c = o) d'une quantité qui est de lordre de -. 
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Je dis qu'on peut en conclure que la serie 

2' — S 
est convergente. 

Et en effet le terme general peut se mettre sous la forme suivante: 

oii H^ est une somme de termes de la forme suivante; chacun d'eux est 
le produit de trois facteurs: i® - ou — ^: 2^ un coöftlcient constant in- 

^ n n 

dépendant de n; 3** le sinus ou le cosinus de n fois un angle constant. 
Quant a //^ il est de Tordre de — ,. 

n 

Il résulte de la que IH^ est semi-convergente et IH'^ absolument 
convergente. 

Par conséquent 2\ — S^ converge', 
Reprenons la formule 

(7") F,(ö,) = liin/F(^)i;,rf^; 

elle peut sécrire: 

F,{oy) =fF{4,){l\ - S,)d<p + Xnnf ¥{,}>) S.diP 



ou 



i\ =fF{S, — S^)dip +fFS\diP + \uxifF{8[' + 5;")# 



ou 



(14) F,^fF{<p){l\ - S\ + S[)d<p 

+ - [F{(o — ;r) + F{(o + n) — F{— o) — Tt) — F{— (o + it)]. 

Dans le second membre de (14), le premier terme représente la lumiére 
diffractée et le second représente la lumiére réfléchie ou directement 
transmise. 

N0U8 poserons: 

/i>,^)-2; — Ä, + s\. 

A^ sera une fonction parfaitement définie de 01 et de ^, puisque S[ ne 

Ada mathematiea, 20. Imprimé le 5 f&Trier 1897. 44 
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dépend pas de n et que la serie I^ — S^ est convergente; la lumiére 
diflfractée sera alors représentée par Tintégrale 

(15) J F{,p) A,{a> , ,p)dip . 

Nous représenterons par A^j A^^ A^ les fonctions formées avec les solutions 
de la 2®, 3* ou 4® sortes comme A^ Test avec celles de la i*"^ sorte. 

Si F[ip) était une fonction paire de ^, au lieu d'étre une fonction 
impaire comme nous Tavons supposé jusqu^ici, la lumiére diffractée serait 
représentée par Vintégrale: 

(16) fF{<^)A,{to,<p)d<^. 

Si enfin F{ip) était quelconque, elle serait représentée par Tintégrale 

(.7) fEiiy=ikz.&,,,^+jm±ii^&,,,^. 

Les formules (16) et (17) supposent comme la formule (15) que le plan 
de polarisation est paralléle au plan d'incidence. 

Supposons que la lumiére incidente se réduise a un faisceau extré- 
mement délié, compris entré les directions ^^ — s et ^^ + s, et de telle 
fa9on que 

yF{ip)dip = I, 



V'o— « 



la lumiére diffractée dans la direction 01 sera représentée par la formule: 

au puisque yl, est une fonction impaire et A^ une fonction paire de ip^i 

(18) A,{w , <p,) + A,{io , ip,). 

Si le plan de polarisation était perpendiculaire au plan d^incidence, la 
lumiére diffractée serait représentée par la formule 

(19) A(ö>, i^o) + ^\ifi> ^ ^0)' 

Je m'arréte, bien que ces resultats soient bien incomplets; je chercherai, 
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dans la suite de ce travail, a combler les lacunes qui y subsistent; mais 
je voudraisy avant de passer outre, exaininer plus en détail ce qui arrive 
quand a'c' est un tres grand nombre; et en eflfet si c est seulement 
d'un centiéme de millimétre; a'c' peut étre egal a 16000. 
Reprenons Téquation: 

(i) M" = M{a'c' cos'cy — a'k) 



et posons: 






il viendra: 



z' + z = a c cos cw — ak. 



Le second meinbre étant tres grand, z est tres grand et par conséquent 
on aura une intégrale approchée de Téquation en négligeant z' devant 
z^j ce qui donne: 

Z = a y c* cos' (O — k. 

Posons alors: 



at 



y = aj \/^* eos* (O — k d(o] 



nous aurons alors deux intégrales approchées de Téquation (i) 



—p 



M = e^, M = e 

et par conséquent nous pourrons écrire Tintégrale générale approchée de 

cette cquation 

M = Ae"^ + Be-% 

A et B étant deux constantes arbitraires. 

Nous avons a distinguer la solution paire et la solution impaire; 
pour cela observons que y est une fonction impaire de ö>; alors nous 
prendrons pour la solution paire: 
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et pour la solution impaire: 



M== 



ev — e-y 



2a \jc^ — k 



Dans le cas des solutions de la i^""® et de la 2^^ sorte, le plan de po- 
larisation est paralléle au plan d^incidence et on doit avoir: 

M((o,) = o, 
de sorte que Téquation (AJ prend la forme 



é"' = I 



ou: 



(A.) 



oifyjc* cos^ (O — kdcD = miTT {m entier). 



De méme Téquation (A^) prend la forme: 



é"' = — 1 



ou: 



(A,) 



^f^C* C08* €0 — kdo) = 



2m + I . 

ITT 



{m entier). 



Dans Tun et Tautre cas la valeur de Vintégrale doit étre pureinent 

imaginaire, ce qui montre que c^cos^^öi — k ne peut jamais étre po- 

sitif, d'ou: 

k > c^ 

Il serait aisé de former les équations (A3) et (A^); je me bornerai a 
rappeler que leurs racines sont séparées par celles de (AJ et (A,); toutes 
les valeurs de &, sauf peut-étre deux d'entre elles, doivent donc étre 
plus grandes que c^ 

L'approximation ne sera eonvenable que si la partie imaginaire de 
w n^est pas tres grande, ce qui empéclie de déterminer facilement 6^. 



Sur la polarisation par diffraction. 340 




Nous avons jusquMci supposé qu'on avait afifaire a des ondes cy- 
lindriques; voyons comment les resultats seront modifiées si nous supposons 
que la lumiére est concentrée par une lentille sphérigue en un point du 
tranchant du biseau. 

Nous adopterons d'ailleurs les hypothéses les plus simples, c*est a 
dire que nous supposerons Técran réduit a un denii plan mathématique 
et parfaitement conducteur et la lentille bien mise au point sur le bord 
de cet écran. 

Reprenons Téquation 

a laquelle doivent satisfaire la composante Z de la force électrique, et 
la composante y de la force magnétique. (Rapprocher de Téquation (2), 
page 306 de la i^""* partie de ce travail.) 

Passons aux coordonnées polaires en posant: 



X ^ p COSji?^/l — fji*, 



z = Pil. 

Nous prenons, bien entendu, pour axe des z le bord de Técran, et pour 
origine le point oii la lumiére est concentrée par la lentille. 
Notre équation devient alors: 

^^' dp^ '^ pdp "*" I -^^^ p''d<p^ + p^ dp} p^ dp'^ ^ V —O. 

I/écran a pour équation jp = o ou ^ = 2;r. 

La fonction F, quelle qu'elle soit, sera développable en serie tri- 
gonométrique procédant suivant les sinus ou les cosinus de 



"IT" > 



m étant entier. 
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S'il n'y avait pas d'écran, le développement ne devrait contenir que 
des terines ou m est pair. 

S*il y a un écran et si le plan de polarisation est dans le plan 
d*incidence, on doit prendre V = Z et Z doit s'annuler pour ^ = o, 
f) = 27r. Le développement ne contiendra donc que des sinus, m pouvant 
étre pair ou impair {c^est Vhypothése å laquélle nmis nous restreindronSj 
pour plus de brtéveta). 

Si le plan de polarisation est perpendiculaire au plan d'incidence, 

dV 
on doit prendre F = /- et — doit s'annuler pour ^ = o, jr = 27t. Le 

développement ne contiendra donc que des cosinus, m pouvant étre pair 
ou impair. 

Revenons a rhypothése, F=Z, Z = o pour fr = o et }r=2;r. Soit 



A sin 



m(f 



Tun des termes du développement. Nous serons conduits a supposer que 

A est de la forme suivante 

RM, 

R étant fonction de p seulement et M de /i seulement. 
Cherchons donc la condition pour que 



V = RM sin 



mip 



satisfasse a Téquution (2). 

Cette équation se décomposera en deux au tres 



d^n . 2dh . ^^ . bH 



(3) 5^+^^+«'^ + 7^ = °' 

(4) (I -/^r^- ^m{^ -fi')^-b3I{i -/.') -^'m = o; 

b est une constante arbitraire. 

Etudions d*abord Téquation (4). 

EUe admet deux intégrales procédant suivant les puissances crois- 
santes de /i — i, les exposants augmentant d'une unité k chaque terme; 



m 



Tun des développements commence par un terme en (/i — i)*,rautre 
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m 



par un terme en (/i — i) * ; cette derniére si m est pair peut étre 
remplacée par une intégrale dont le développement contient des loga- 
rithmes. De méme nous aurons deux intégrales procédant suivant les 
puissances de /£ + i ; Tun des développements coinmencera par un terme 



m 



en (/£ + i)*, Tautre par un terme en (/£ + O *• Cette derniére si m 
est pair peut étre remplacée par une intégrale dont le développement 
contient des logarithmes. Pour qu'une intégrale convienne, il faut qu*elle 
ne devienne infinie, ni pour /£ = i, ni pour /jl = — i. 

Il faut donc que ce soit la méme intégrale dont le développement 



m 



suivant les puissances de /i -[* i commence par (/£ -f i ) * et dont le dé- 



m 



veloppement suivant celles de fx — i commence par (/i — i)* . 
Dans ce cas la fonction 



IM 



(5) 3f(/u'-i) * =P 

devra étre holomorphe dans tout le plan. Comme d^autre part toute 
intégrale de lequation (4) doit étre développable pour /i assez grand 

suivant les puissances croissantes, entiéres ou fractionnaires de - , P doit ad- 

mettre ce mode de développement; or les seules fonctions holomorphes 
qui jouissent de cette propriété sont les polynömes entiers. 

Donc P est un polynöme entier; soit n son degré; alors le dévelop- 
pement de P suivant les puissances croissantes de - commencera par un 
terme en /£*, d'ou 



»--(?+»)(?+••+■)• 



Si m est pair, Texpression 



2 



n'est autre chose qu'une fonction sphérique ordinaire. L'équation (3) 
s'intégre tres aisément; si nous posons 
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on trouve: 



R = —Jj,{ap). 



Les autres intégrales de (3) deviennent infinies pour p = o. 
Uexpression approchée de R pour p tres grand est donc: 



1/2 / Ån 7r\ 

-\/ — CO8 ( a/> . 

pV na \ ^ 2 4/ 



Nous aurons donc pour p tres grand: 

^=52^«..»sin^(;£^— i)^P,.„ y^-^^os(ap — ^ — -^, 

P^^ étant le polynöme P défini par Téquation (5) et les ^«„ étant des 
coéfficients indépendants de />, de ^ et de fi et linéaires en cospt et &\npt. 
Nous pourrons d^ailleurs, comme a la page 309 de la i^""® partie, 
séparer les différents faisceaux et écrire: 



o y an ^— ' 



m^ 



Bfn n sin 

p r an ^^ "* " 2 



- / n \ 

(/i' — l)* P^.„ cos (^of^ — - + /><j 



pour le faisceau incident et 



+ \ V ^ £ ■'^'»•- 8»n 1^ (/*' — I Y P'n.n sin (ap — -^— pij 

pour les faisceaux divergents. 

Si nous égalons les coéfficients, il viendra: 



B„.H cospt + C„., cosp^ — D„., sin;)<, 



'^m.n cos — = 

/is- 



d'ou 



(6) 



si 


m + I + 2» — 1 


si 


m + I + 2w — I 


si 


m + i + 2n--2 


si 


m+ i + 2n — 3 



B 



m.n 



C. 



m.n 9 



D^ . = o, 



m.n 



mod 4, 



B 
B 



m.n 



m.n 



= i) 



nk.nJ 



C« « = O, 



m.n 



= — G 



m.n J 



D^ - = o, 



m.n 



m.n 



= — D 



m.n 9 



C«. « = O. 



m.n 
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Nous distinguerons d'abord le cas oii tout est symétrique par rapport 
au plan des (cy; c'est ä dire oii on ne change rien en changeant /i en 
— /I. Cest le cas des expériences de M. Gouy oii Taxe du microscope 
se meut dans un plan perpendiculaire au bord de Técran. 

Le polynörae P^ „ est une fonction paire de /i si n est pair et une 
fonction impaire de /£ si « est impair. 

Dans le cas auquel nous nous restreignons, nous n^aurons donc que 
des termes oii n est pair. 

Nous aurons donc si: 

= D, (7 = o, 

= — (7, p = o, 

= — D, C7=o, 

= C, D = o. 



m = o, 


B 


m— I, 


B 

• 


m= 2, 


B 


w_3, 


B 


avions ti 


•ouvé 


m = Oy 


B 


m— ij 


B 



= c, D = o, 

m=2y 5 = — Gy D = o, 

m = 3j B= — D, C=o. 

Nous retrouvons donc le méme resultat que dans ce § III, mais en 
changeant C en D et D en — C La lumiére diffractée se comportera 
donc comme dans le cas du § III, mais avec une différence de phase 

egale a - . 

Supposons maintenant que le champ posséde une symétrie telle que 
Z se change en — Z quand on change /i en — /i ; alors nous n'aurons 
que des termes ou n sera impair; il vient alors si 

fn = o, B = — D, G— Oj 

w = I , J5 = C, D = o, 

m=2, B= D, (7 = o, 

w = 3, B = — C, D = o. 
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Nous retrouvons encore les resultats du § III, en y changeant C en 
— D et D en C. La lumiére diflfractée se comporte donc encore comme 

dans le oas du § III, mais avec une différence de phase égale a . 

Si nous passons maintenant au oas general, nous pourrons toujours 
considérer le faisceau incident comine la superposition de deux autres, 
dont le premier admettra le premier genre de symétrie, (c*est a dire ser a 
tel que Z ne change pas quand /i se change en — /i) et dont le second 
admettra le second genre de symétrie (c'est a dire sera tel que Z se 
change en — Z quand /a se change en — /i). On étudiera donc séparé- 
ment les effets de ces deux faisceaux, ainsi que je Tai dit plus haut, et 
on n'aura plus ensuite qu'a les combiner. 

Supposons que les rayons incidents förment un faisceau extrémement 
délié, de telle fa9on que Tintensité de la lumiére incidente soit nulle 
toutes les fois que /£ et jp ne satisfont pas aux inégalités 

/i^ — e < /I < /I, + s; Vo — ^ <9^ <f^o + ^y 

/Xq et f^ étant deux constantes données et b une constante tres petite. 
Posons pour abréger: 



fl= CO 



d'ou pour le faisceau incident: 
et pour les autres faisceaux 

On devra alors avoir B„ = o, pour toutes les valeurs de »», ä moins que 
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B^ est uiie fonction de /£. On a 

la soiiimation du second membre, indiquée par le signe 2^', ne s^étendant 
qu'aux valeurs paires de n. Les deux nieinbres de régalité (7) doivent 
sannuler a moins que Ton n'ait 

(8) /^o — ^ </^</^o + ^; ou —fx^ — s<:fx<:—fx^ + e. 

On en conclut a Taide des égalités (6) que Ton doit avoir: 

ä moins que Tune des deux inégalités (8) ne soit satisfaite. 
De inéme on aura: 

(7') B„{fi) - B„{-,i) = 2T"B„„P„„, 

la sornmation indiquée par le signe 2^" s'étendant aux valeurs impaires 
de n. Les deux menibres de (7') s*annulent, si Tune des deux inégalités 
(8) n'est pas satisfaite. On en conclut 



^m.n m.n ^^ tn.n m.n 

On aura donc: 



C\ = 2)„ = o, 

a moins que Tune des inégalités (8) ne soit satisfaite. Cela veut dire 
que la lumiére diffractée sera répartie sur un c6ne de revolution ayant 
pour axe Taxe des z et sur le prolongement de ce cone. Cest d*ailleurs 
sur ce méme c6ne que se trouve le faisceau incident. 

Je ne crois pas que Ton ait fait d'expérience avec le faisceau in- 
cident oblique au bord de Técran. Il serait curieux de vérifier dans 
quelle mesure la conclusion simple qui précéde est confirmée par Tex- 
périence, malgré les irrégularités du tranchant du biseau et bien que les 
conditions théoriques ou nous nous sommes supposés placés dans ce pa- 
ragraphe soient beaucoup plus simples que les conditions reelles. 
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SUR LES ZÉROS DES FONCTJONS ENTIÉRES 

PAR 

EMILE BOREL 

ä PARIS. 

La découverte par M. Weierstrass de la décomposition des fonctions 
entiéres en facteurs primaires, a donné une importance particuliére ä 
Tétude de la distribution de leurs zéros. La notion de genre, introduite 
par Lagubrre et intimement liée ä cette distribution, s'est rapidement 
révélée comme f ondamentale ; nous verrons quune notion analogue, mais 
en quelque mesure plus precise, celle de Vordre, peut aussi rendre des 
services. 

Cest M. PoiNCAHÉ qui a fait le premier cette remarque capitale, 
que le genre d'une fonction entiére est en relation étroite avec Tordre 
de grandeur de la fonction pour les grandes valeurs de la variable; dans 
un mémoire fondamental, ^ M. Hadamard a complété sur plusieurs points 
les resultats de M. Poincaré. U a notamment raontré que la connais- 
sance de Tordre de grandeur de la fonction permet de fixer une limite 
supérieure du nombre de ses zéros inférieurs ä un norabre donné. Mais, 
sauf le cas tres particulier des fonctions de genre zéro, il a laissé de c6té 
ce que Ton peut appeler la réciproque de cette proposition, c'est a dire 
la question de savoir si le nombre des zéros atteint effectivement cette 
limite supérieure. La principale difificulté de cette recherche était due ä 
ce fait qu'il existe des fonctions entiéres, croissant aussi vite que Ton veut, 
et n'ayant aucun zéro; on ne pouvait donc espérer que la réciproque 

^ Journal de mathématiques pures ot appliquées 1893. 
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dont nous venons de parler serait vraie d'une manicre absolue; iiiais un 
théoréme remarquable, du ä M. Picaud, qui Ta découvert en 1880 par 
une voie indirecte, indiquait dans quelle direction on pouvait espérer 
aboutir. Cest, en effet, en généralisant ce théoréme d'une inaniére con- 
venable, apres en avoir donné une demonstration direete, que j'ai pu in- 
diquer la véritable relation entré Tordre de grandeur des fonctions entiéres 
et le nombre de leurs zéros: désignons par G une fonction entiére donnée 
et par ^ une fonction entiére quelconque croissant beaucoup moins rapide- 
ment que G\ parmi les équations de la forme 

il y en a au plus une dont le nombre des racines soit notablement in- 
férieur a la limite supérieure qu'on obtient en précisant convenablement 
un resultat de M. Hadamard. 

Ce travail est divisé en deux parties. Dans la premiérc, prenant 
pour point de départ les resultats de MM. Poincaké et Hadamard, je 
les compléte sur quelques points et les precise notamment en introduisant, 
au lieu du genre, Vordre, qui est un nombre p ainsi défini: a^ étant le 

module de la n*^™® racine, la serie 2^ "TTT ^s* convergente et la serie 
/ -jzj est divergente, quelque petit que soit e. Pour le cas oii le genre 



n 



est infini, j'indique la tres grande importance qu'il y a ä ne pas augmenter 
le degré des polynomes qui figurent en exposant dans les facteurs pri- 
maires, plus qu*il n'est strictement nécessaire pour assurer la convergence. 
On peut ainsi étendre aux produits de facteurs primaires la propriété 
essentielle des exponentielles e^^'\ qui peut s'énoncer ainsi: lorsque le 
module de z augmente indéfiniment, les plus grandes valeurs du module 
de la fonction d'une part, et les inverses des plus petites valeurs de ce 
module d'autre part, sont sensiblement du méme ordre de grandeur. Ces 
remarques jouent un röle essentiel dans la deuxiéme partie, qui est 
consacrée au théoréme de M. Picard et ä sa généralisation; cette deuxiéme 
partie se termine par une nouvelle rédaction de la premiére demonstra- 
tion que j*ai donnée de ce théoréme dans les Comptes Rendus, de- 
monstration que, sur la demande qu'a bien voulu me faire M. Mittag- 
Leffler, j'ai développée dans tous ses détails. Je Tai fait d'autant plus 
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volontiers, que cela m'a paru une occasion de donner un exemple de 
procédés de raisonnement qui permettront sans peine au lecteur de 
compléter certaines demonstrations que j'ai dti abréger. 

Enfin, en terminant, j'indique quelques sujets de recherches dont 
Tun est étroitement lié avec la formule donnée par Riemann, pour dé- 
terminer le nombre des racines de la fonction f (/), dans son celebre mé- 
moire sur la fonction C{s)- En admettant, en effet, une proposition géné- 
rale que je n'ai réussi qu'a rendre probable, on trouve immédiateraent, 
pour le nombre des racines de f(/) inférieures a un nombre donné, la 
formule méme de Riemann. 



i> 



PREMIERE PARTIK 



La décomposition en facteurs primaires. 

Suivant Tusage, nous appellerons facteur primaire Fexpression Fp{u) 
définie par Tégalité: 

on aait que, si une fonction entiére G{z) admet les zéros z = a^ et si 
la serie 52 , — [rri ^»t convergente, on a 

H{z) étant une fonction entiére. On choisit d'ailleurs en general pour 

p le plus petit nombre tel que la serie \\ -. — j-^^ soit convergente. Nous 

verrons qu'il est essentiel de procéder ainsi, sous peine de masquer compléte- 
ment les propriétés de la fonction. Lorsqu^l n'existe pas de nombre fixe 

p tel que la serie S^ , — r^^ soit convergente, on est conduit a prendre 
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pour p une fonction croissante de w. On pose généralement p — «, c^est 
ä dire que l'on forme le produit 



n^.(å) 



11 est manifeste que cette valeur de p est beaucoup trop grande; il suffit 
évidemment de prendre p + i > logw>2>; car on a 






et le noinbre des a„ dont le module est inférieur ä e^ étant en nombre 
limité, les termes de la serie qui figure dans le second membre sont, a 

partir d'un certain rang, inférieurs a ceux de la serie convergente 52""»" 

Il suflPirait, en supposant les a^ rangés par modules croissants, de prendre 
pour p rentier le plus voisin du nombre p' défini par Tégalité 



o' I 3 



Nous voyons que le nombre p crolt certainement moins vite que logw et 
que la serie ^ -7 est comparable a la serie T^-i; lorsque la densité 

des racinessera tres grande, nous aurons intérét a prendre 2> = (log n)*"*"*. 

Nous allons nous borner d'abord au oas oii p est une constante et 

oii H{z) est un polynome; si son degré est q, on appelle genre de la 

fonction le plus grand des deux entiers p et q. Nous introduisons un 

nombre p défini par la condition que la serie ^^ j — r+i s^^* convergente 

et la serie ^2 1 — Ip^ divergente, quelque petit que soit le nombre po- 

sitif e, Lorsque p n'est pas entier, p est egal a la partie entiére de p; si p 
est entier, p peut étre egal k p oix k p — i ; ce dernier cas présente des diflfi- 
cultés spéciales, analogues a celles qui se rencontrent dans la recherche 
d'un criterium general de convergence; p sera dit Vordre de la fonction. 
Nous allons étudier séparément le produit de facteurs primaires et 
le facteur exponentiel. Considérons d^abord un produit de facteurs pri- 
maires dont Tordre p n'est pas entier et a p pour partie entiére: 



öw=n^.(i) 
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Dans le mémoire déja cité, M. Hadamard a démontré que Ton 
pouvait trouver une suite de nombres R croissant au dela de toute li- 
mite ^ et tels que pour \z\= Ä, Ton ait 



\G{z)\>e'-'''^% 

e étant un nombre positif aussi petit que Ton veut. Nous allons montrer, 
d'autre part, que, pour les valeurs suflPisamment grandes de jB, la limite 

supérieure du module de G{js) (lorsque |;2f| = jB) est comprise entré e^^' 

et e^ % £ étant un nombre positif aussi petit que Ton veut. Supposons, 
en effet, que le module de x soit egal ä jB et considérons d'abord les 
facteurs pour lesquels | «„ | > B] le logarithme de Tun quelconque d'entre 
eux est 



(i> + Oa^' 



(p + 2)a 



P+2 
n 



• • a • 



On a d'ailleurs sensiblement | a„ | = n'' et p<p<p + i . On en conclut, 
en rempla9ant, s'il est nécessaire, p par p + e, 



r_JL_< Cé^ e^n'-'-^ 

-|a,lP+i^ I P±l p+i-p** 

J "" 

n 



I 



Donc, si 



X 



= B et 



a. 



^^^R^^vtF ^ on a 



V '^'^ < t 



BF. 



De méme 



I 



X 



P+2 



(i> + 2)|a.„|/>+2 ^(p + 2 -/>)(;> + 2) 



i^^ 



On en conclut immédiatement que la somme des logarithmes des facteurs 
pour lesquels |««|>i2 est inférieure a KBF . Quand aux autres facteurs, 

^ Nous ajouteroDS que Ton peut aisément, en modifiaDt légérement la demonstration 
de M. Hadamard, affirmer que, ri étant un nombre positif donné plus petit que un, les 
rayons de ces cercles compris dans un intervalle Å suffisamment grand peuvent étre pris 
quclconques dans une serie d'intervalles d'étendue totale supérieure ä r^A, 
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il est aisé d'en calculer le produit, puisque leur nombre est limité; ce 
produit est: 



2 1 «< p 1 «' 



et un calcul facile montre que chacun de ses facteurs, en vertu des hy- 
pothéses faites sur les a„, est inférieur ä 6^"^^ Rappelons que \a^\ est 

egal a jR et que a^ est comparable a m^ . Par exemple le produit des 
facteurs binornes a un module inférieur a J?** = R^ = ^Ä/^iogB ^^.^ quelque 
petit que soit s, cette expression est, pour R sufFisamment grand, inférieure 
a e^ . 

D'ailleurs la fonction G{z) ne peut pas croitre moins vite que e'^ , p* 
étant un nombre iixe inférieur a p car, d'aprés les formules de M. Ha- 
damard, il en résulterait que son ordre est au plus egal a p' et par 
suite ne peut atteindre p. Nous arrivons donc a la conclusion sui vante,, 
qui s'étendrait sans peine au oas ou p est entier, que nous avons écarté 
pour plus de netteté^: Etant donnée une fonction entiére d'ordre py son 

module maximum croit comrae e^ et, d*autre part, on peut trouver des 
cercles de rayons croissants R sur lesquels son minimum soit supérieur a 

c~^, c' est å dire å Xinverse du maximum. Ces möts soulignés constituent 
pour nous le resultat principal; nous verrons qu'il s^étend, a quelques mo- 
difications prés, a toutes les fonctions entiéres. Un cas intéressant est 
celui ou p = o; c'est ce qui a lieu si Ton a par exemple a^ = w.!; il 
se traite aisément directement et nous ne nous y arréterons pas. 

Il est a peine besoin d'ajouter que les mémes conclusions s'appliquent 
a une exponentiellc de la forme e"""'^ dans laquelle S{z) est un polynome 
de degré 3; il est clair que les plus grandes valeurs de la fonction sont 
comparables a e^' et les plus petites a e~^\ 

D'aprés cela, considérons une fonction entiére G{z) qui croisse aussi 

rapidement que e^^; nous dirons que p est Vordre apparent de la fonction. 
Si p n*est pas un entier, Vordre réel est egal a Vordre apparent, c'est a 



* Il y aurait lieu, dans ce cas, d écrire Ic produit des facteurs primaires comme- 
si la fonction était do genre ^> = />, mémc si ellc était de genre p — I. 
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<lire que Téquation 0{z) = o a des racines précisément en nombre tel 
que la série V^ -. — r-^^ soit divergente et la serie ^I i — fTTi convergente. 
En effet, s*il n'en était pas ainsi, la fonction serait de la forme 

lordre p' de G^{z) étant inférieur k p. Si le degré de H{z) est in- 
fe rieur a py cette expression croit beaucoup moins vite que e^ et si le 
degré de H{z) est supérieur ä p elle crolt plus vite, comme on le voit 
aisément d^aprés ce que nous savons sur le minimum de G^{z) sur des 
cercles de rayons croissants. 

D'ailleurs si P{z) est une fonction entiére d'ordre apparent in- 
férieur a Pj la fonction G{z) — P{z) a encore p pour ordre apparent et 
par suite pour ordre réel, c'est a dire que la densité des racines de 
réquation 

G{0) = P{z) 

•est la méme que celle des racines de Téquation 

G{z) = o. 

Il en serait d'ailleurs évidemment de méme pour Téquation 

-p,(^)[<?(^)]" + PÅ^)[o{^)r' +'■■+ Pn{z) = o 

-dans laquelle les P sont d'ordre apparent inférieur a p: car son premier 
membre est évidemment d'ordre apparent p. 

Dans le cas ou p est un nombre entier ces conclusions ne subsistent 
pas, mais nous pouvons afifirmer que, si P{z) est une fonction quelconque 
^ ordre apparent inférieur a />, Tune au plus des fonctions G{z) — P{z) 
a un ordre réel inférieur ä p. Supposons en effet que Ton ait 

G{z)—P{z) = G,{z)e^^''\ 
G{z)-Q{z) = G,{z)e^^'\ 

Tordre des fonctions P , Q , G^^ G^ étant inférieur a un nombre p' < P' 
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G{is) étant dordre apparent ^, H^{z) et B^{z) sont des polynomes de 
degré p et Ton a 

(i)^ e''^^''G,{z) — €^^'^G,{z) = Q{z) — P{z\ 

(2) e^>^')[öj(^) — c^^'^-^><'>ö,(^)] = Q{z) — P{z). 

Si le degré de H^{z) — Hiiz) était inférieur ä />, la quantité entré crochets 
serait d^ordre apparent inférieur a ^ et par suite le premier raembre serait 
d'ordre p comme le facteur e^'^'\ ce qui est absurde puisque le second 
membre est d'ordre inférieur a p. Cela pose, reprenons Tégalité (i) et 
écrivons-la, en posant Q — P = B^ 

Prenons maintenatit la dérivée par rapport ä z; nous aurons: 

[G[R - G,R + G,RH[]e^^^" — [G',R—G^R + G^RH',]e'^'' = o, 

c est a dire une relation de la forme: 

M{z) + iNr(^)e^^('>-^»(^> = o, 

31 et N sont des fonctions d'ordre évidemment inférieur k p et qu^on 
8'assure immédiatement n étre pas identiquement nuUes 

G[ R 



j^si 3f = o, ^ — ^ + H[ = o, etc.j 



d'autre part nous avons vu que H^ — H^ était bien de degré p; donc 
cette égalité est impossible. L'on démontrerait d'une maniére analogue 
Timpossibilité de Texistence dé plus d'une fonction de la forme 



I • 



^ ■P«W[G^(^)3" + -.- + P„W 

- ^ I ;, • ' i ' • I » . . , , . ' • . 

dont Fordre soit inférieur a y?, Tordre des P étant inférieur ä p. Mais 
nous nous étendrons davantage sur ce sujet dans la deuxiéme partie, ainsi 
que sur le fait que nous avons admis implicitement: une fonction et sa 
dérivée ont méme ordre apparent. 

Nous allons niaintenant nous occuper des fonctions dont Tordre est 
infini; nous étudierons d'abord les exponentielles de la forme c^^*\ 
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Nous allons voir quen désignant par ^(r) le maximum du module de 
göu) lorsque |^| <r et par (p{r) Tinverse du minimum dans les mémes 
conditions \ Ton a, pour une infinité de valeurs de r croissant indéfini- 

ment 

[\ogip{r)Y < log^(r) < [\ogip[r)Y 

a étant un nombre quelconque plus petit que un et ^ un nombre quel- 
eonque plus grand que xm. Posons en effet z = ré^ et 

G{z) = P{r, d) + iQ{r,d) = a, + ta', + «,^ + a,z' + . .. + a^z"^ + ..., 

P et Q étant réels ainsi que a, et aj. Désignons d'ailleurs par Ä{r) la 
plus grande valeur positive de P pour | ^ | = r et par B{r) la plus grande 
valeur positive de — P dans les mémes conditions; on a \og^{r) = Ä 
et log^(r)=J9, de sorte que la proposition a démontrer devient 

[A{r)]'<B{r)<[Ä{r)Y 

il suffit d^ailleurs démontrer Tune de ces inégalités car elles se raménent 
évidemment Tune a Tautre en changeant G en — ö, ce qui permute Ä et B. 
Or on a manifesteuient: 

TT^a^ = fp (r , 0)e-'"'^d0 , 



^ir 



2701,= fPdd 



et par suite 



^it 



Tvr 



m 



a 



m 



<f\P\d0, 



%n 



^rr*" a 



m 



+ 2;ra, < f{\P\ + P)de < /^iTA{r). 



Donnons maintenant au module de z une valeur p inférieure a r; nous 
aurons évidemment 

-B(/>) < l^ol + l«il/>+ l«J/o' +...+ |a^|/)"' +..., 



^ On sait d'aillears que ce maximum et ce miDimum sont atteints pour uue valeur 
de z dont le module est r. 
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x<l'ou, en se servant de la derniére inégalité, 



Le nombre a^ étant donné, nous pouvons supposer r assez grand pour 
•que A{r) soit grand par rapport a a^ et nous pourrons écrire alors 

(I) B(p) < ^/'^^'•^ 



r — 



cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de r dépassant une 
-certaine limite, p pouvant avoir une valeur quelconque inférieure ä r. 
Nous allons montrer qu'on ne peut pas avoir pour toutes les valeurs 
•de r dépassant un nombre donné * 

(2) Bir)>[A{r)y; 

on verrait aisément d'ailleurs que Texposant 2 pourrait étre remplacé par 
un exposant quelconque supérieur a un. On déduit en efifet de (i) et de (2): 

[Ap)Y < ^ 

-ce que Ton peut écrire en posant r = /> + e 
<3) A(p + s)>.l^ 

et cette inégalité serait vérifiée a partir d'une valeur donnée de py pour 
toute valeur positive de e. Nous allons voir que c'est impossible. Rempla- 

^ons, en efiFet, dans Vinégalité (3), p par p + e et p + e par p + s + -] 

posons d'ailleur8 A(p) =^ A et 8(/? + 2e) = C; nous aurons 

^\^ + ^+ij<i S{p + e) <-2 C 

^ Notre démoDStratioD légérement modifiée prouvcrait ménie qu*il n^cst pas possible 
que cette inégalité soit vérifiée dans une serie d^intervalles [^i <*•<*•,] tels que Tétendue 
totale de ceux de ces intervalles qui son t compris etatre O et R reste, lorsque R crott, 
^onstamment supérieure k kR^ h étant un nombre posittf quelconque. Ce point aura de 
Timportance plus loin. 
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et comme Ton a ^ 

^(,+.)>.(Ä, • 

on en conclut 

Nous avons de méme 



C 



3 



23 



On trouverait ensuite 



t .4* .1* 



ä( i I^I^I^\^ g g g g J 3* 



J -i' -.a' .«' 



./ J«^_L^_L^_L.^\ ^ g g_ g g jas 

et enfin 

s 






l)2 + (n— 3)22+...+2*-» (]fl+2 + ...+2« 

Les exposants de e et de C sont inférieurs a 2'*''"^; celui de 2 est inférieur a 

on constate aisément que la serie convergente qui est entré crochets a 
une somme inférieure a 4; et on a: 

o4x2" M 2»+« 

2 = 4 • 

En supposant d'ailleurs c < i et O i , on a enfin 



^{p-^^^—j) 



\aCI 



Or il est clair que l'oii peut supposer /> et e choisis de maniére que- 
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eÅ 
Ton ait — ^> i, o'est a dire eA{p) > 32(/? + 25); on en coriclut que 
40 

A{p -{- 2s) dépasserait toute limite assignable, ce qui est évidemment ab- 
surde. Notre proposition est donc établie. 

Nous allons maintenant étendre ce resultat ä un produit de facteurs 
pritnaires d'ordre infini et montrer que Ton peut trouver une serie de 
cercles de rayons indéfinimeht croissants sur lesquels le maximum d'un 
tel produit est comparable a Tinverse de son minimum. Mais, avant 
d'a börder cette recherche, il est indispensable de préciser cet énoncé en 
présentant quelques remarques sur les fonctions positives croissantes. 

Soit X = F{x) une fonction positive croissante: la fonction inverse 
X = f{X) est aussi une fonction positive croissante. Nous dirons que la 
fonction F{x) est a croissance tres rapide si, quelque soit le nombre des 
exponentielles superposées, Ton a, ä partir d'une valeur de x siiffisam- 
ment grande 






F{x) >e'* 

La fonction inverse /*(X) sera dite alors a croissance tres lente et Ton 
aura, a partir d'une valeur assez grande de X, 

/•(X) < log log . . . log X 

quelque soit le nombre des signes log (il est bien clair que la valeur de 
X dépend du nombre de ces signes). 

Nous ne nous occuperons que des fonctions ä croissance tres lente 
ou tres rapide; les autres sont faciles a étudier directement. 

Il 8'agit tout d'abord de définir dans quel cas nous dirons que deux 
fonctions sont du imme ordre de grandeur ou croissmt sensiblement de la 
méme maniere. Nous allons voir qu'il est possible d'adopter pour ces 
expressions des definitions extrémement différentes, de sorte qu'en se pla9ant 
a des points de vue en apparence tout a fait legitimes, on pourrait se 
trouver conduit a adopter des definitions contradictoires. D^ailleurs il 
est bien clair que, du moment que Ton a suffisamment precise la defini- 
tion adoptée, on est libre de la choisir comme on le veut; et méme de 
la varier suivant le genre de recherches auquel on se livré, pourvu qu'il 
n'y ait pas de confusion. Je ne prétends donc pas que la definition a 
laquelle je me suis arrété soit la meilleure; celle que je vais indiquer en 
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premier lieu est peut étre préférable dans certaines recherches; mais elle 
n'aurait, je crois, conduit ä rien dans la question qui fait Tobjet principal 
de ee mémoire. Je tiens cependant ä la faire connaltre, car son exposi- 
tion nous fera pénétrer la nature des diflPicultés qui se présentent dans 
Tétude des fonotions ä croissance tres rapide. 

Indiquons d'abord un procédé simple pour former de telles fonctions; 
posons 

et désignons par a„ des nombres positifs croissant indéfiniraent avec n. 
La serie 

F{x) = V ^ 

évidemment convergente pour toute valeur de Xy représente une fonction 
ä croissance tres rapide. Lorsque x est compris entré a, et a,+i, cette 
fonction est plus grande que f?„__i(a,), en supposant que a« ne soit pas 
une fonction de rr a croissance tres len te; on a en effet 

9>n{^ + e) > 9>n{^) + e^nWy 

Donc si spn-2(a„) > i, cette expression est supérieure a fp„_i(an); or 
n -^ — - est compris entré a. et a,+i, au moins å partir d'une certaine 

valeur de n, puisque a, n'est pas ä croissance tres lente. 

Nous voyons ainsi que la fonction F{x) peut étre, pour des valeurs 
croissantes de rr, successivement regardée comme comparable aux fonc- 
tions successives yn{^)\ d'ailleurs il est clair que si F{x) est comparable 
a- 9n[^)y ^'^ ®8t comparable a p„+i(ip); cette remarque va nous conduire 
ä un resultat tres curieux. Prenons en effet a^ = logw et considérons 
la fonction F{x + e) en méme temps que F{x\ e étant un norabre po- 
sitif aussi petit que Ton veut, mais fixe. Il est clair que, a partir d'une 
certaine valeur de n, on aura 

Ada maOmnatiea. 20. Imprimé le 2 aoQt 1897. 47 
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et que par suite x + e sera supérieur ä oi„^i lorsque x sera corapris entré 
^n 6t ötji+iv De lä et de la remarque précédente résulte imraédiatement 
que Ton aura 

(i) F{x + 6)> e^'^ 

et cela, quelque soit le nombre fixe s, pourvu que x soit suffisamment 
grand. Nous avons vu, d'autre part, que Ton ne peut avoir, å partir 
cCune valeur fixe de x, et pour toute valeur de e 

F{x + e)> e[F{x)y 

ä inoins que F{x) ne devienne infini pour une valeur finie de x. 

L'inégalité (i) exprime que, pour certaines fonctions F{x)y F{x -{- e) 
croit plus vite que e^'^; on est donc amené, ou bien a admettre que e^'^ 
est du méme ordre de grandeur que F{x\ ou bien que F(x + ^) ^est 
pas du méme ordre de grandeur que F{x); c^est cette derniére conven- 
tiön que nous choisirons finalement; nous allons indiquer briévement a 
quel point de vue on pourrait se placer pour justifier la premiére. 

Remarquons d'abord que, quelque rapidement que croisse la fonction 
0{x)j on peut trouver une fonction F{x) croissant assez vite pour que, 
quelque petit que soit e. Ton ait 

F{x + e)> dlF{x)l 

pourvu que x soit suffisamment grand. Il suffirait, pour le montrer, de 
remplacer dans les raisonnements précédents e* par 0{x)j e^ par 0[0{x)], 
etc. Mais c'est la un point accessoire qu'il est inutile de développer en 
détail; nous voulions seulement montrer que, si Ton regarde F{x + s) 
-coinme du méme ordre de grandeur que F{x)f on sera amené, au moins 
pour certaines fonctions F{x) a regarder 6[F{x)] <;omme du méme ordre 
dé grandeur que F{x)f quelque rapidement que croisse la fonction donnée 
0{x), , Il en résulte que, si Ton se place ä ce point de vue^ la definition 
de lordre de grandeur ne saurait étre absolue, c'est ä dire indépendante 
de. F{x)j car il serait évidemment absurde, F{x) étant donnéy de dire que 
0[F{x)'] est du méme ordre de grandeur qne F{x)j quelque rapidement 
que croisse 0{x). On devra donc adopter une definition relativCj c'est a 
dire dans laquelle interviendra Tordre de grandeur de F{x). Voici, par 
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exeinple, celle que lon pourrait choisir. Soient F{x) et G{x) deux 
fonctioDS ä croissance tres rapide et supposons que G{x) croisse plus 
vite * que F{x). Si nous posons F{x) = X, nous aurons 

G{x) = 0{X) 

et la fonction d{X) sera une fonction positive croissante. D'ailleurs el le 
croitra plus vite que X, puisque G crolt plus vite que F et par suite 
les tbnctions 

d,{X) = d[0{X)i , . . . , <?,(X) = e[e,^,{X)\ , . . . 

croitront de plus en plus vite. On pourrait appeler le rapport des 
fonctions F et Cr et dire que F et 6? sont du méme ordre de grandeur, 

si Ton a, quelque soit n 

F{x) > 0,{x) 

a partir d'une valeur de x suffisaininent grande (qui dépend évidemment 
de w); avec cette definition, il est aisé de voir que F(rc + e) est du méme 
ordre de grandeur que F{x)y quelque soit e. Soit en efifet: 

F{x + e) = 0[F{x)] 
on en conclura 



(O F{x + ne) = 0n[F{x)]. 

Dire que F{x + s) et F{x) ne sont pas du méme ordre de grandeur, 
c'est dire que, pour une certaine valeur de n, il existe des valeurs de X 
indéfiniment croissantes et pour lesquelles 

(2) F{X) < 0,iX). 

Si Ton fait F{x) = X dans (i) on aura 

F{x + ne) = 0,{X) > F{X) 



^ Nous écartODS le oas od Ton trouverait des valeurs de x ausdi grandes qué Tod 
veut et telles que G ^ F et aussi des valears de x aussi graudes que Ton veut et tellea 
que G <, F, Ce cas^ doqt nous dirons uu mot plus loiu å un autre point de vue, mé- 
riterait d'étre étudié avec soin. 
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c'e6t a di re 

X + ne > X 

ce qui est absurde puisque X = F{x) est une fonction ä croissance tres 
rapide et que cette inégalité devrait étre vérifiée pour une infinité de 
valeurs de X (ou de x) indéfiniraent croissantes. 

Pour les fonctions ä croissance tres lente, on pourrait donner une 
definition analogue; si f{X) et g{X) sont deux telles fonctions et si 
X = f{X)j on posera 

et la fonction sera une fonction croissante, mais qui croitra moins vite 
que a? si ^ crolt moins vite que f. Par suite les fonctions d^{x) croitront 
de moins en moins vite et f et g seront dits du méme ordre de grandeur 
si les fonctions Ö„(X) croissent toutes plus vite que f{X). 

On conclura aisément de la que, si deux fonctions sont du mérae 
ordre de grandeur, il en est de méme des deux fonctions inverses, mais 
nous n^insisterons pas sur ces considérations, car, comme on 8'en convaincra 
aisément par la suite, ces definitions, quelque intérét qu'elles puissent 
avoir, ne conviennent pas au but que nous nous proposons, parce qu'elles 
sont beaucoup trop larges. Nous allons exposer maintenant celles que 
nous adopterons dans la suite de ce mémoire. 

Considérons d'abord deux fonctions F{x) et G{x) ä croissance tres 
rapide. Nous dirons qu'elles sont du méme ordre de grandeur si Ton a: 

[G{x)y'' < F{x) < [G{x)Y^\ 

quelque soit le nombre positif e , pourvu que x soit suffisamment grand. ^ 



' On voit qa'il ne résulte pas de cette definition que \ogO{x) et \ogF{x) soient 

du méme ordre de grandeur lorsque F(x) et G(z) le sont. On pourrait convenir que 

F(x) et 0{x) sont du méme ordre du grandeur si, au lieu des inégalités écrites dans le 

texte^ Ton a 

[log G{x)Y-' < log F(x) < [log G(«)]i+^ 

on méme des inégalités analogues aveo des signes log superposés un nombre quelconqae 
fini de fois. Ces definitions permettraient de simplifier certains des raisonnements qui 
suivent et conduiraient auz mémes resultats généranx; mais, pour plus de netteté, nous 
nous en tiendrons h la definition donnée dans le tezte. 
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Gette definition est tres precise et seinble ne pouvoir donner lieu a 
aucune difficulté; mais elle conduit, Iorsqu'on considére les fonctions in- 
verses, ä des conséquences tres curieuses et en méme temps tout a fait 
essentielles pour ce qui va suivre. 

Nous dirons que deux fonctions a croissance tres lente x = /'(X) et 
x^ = 5'(XJ sont du méme ordre de grandeur, lorsque les fonctions in- 
verses (a croissance tres rapide) X = t\x) et Xj = G{x^ sont du méme 
ordre de grandeur (pour rr = iCj). Gette definition étant posée, la con- 
séquence curieuse dont nous voulons parler est la sui vante: les fonctions 
å croissance tres lente 

(1) X =F{X\ 

(2) x, = G{X)==F{X) + e, 

£ étant une constänte^ ne sont pas nécessairement du méme ordre de 
grandeur. Supposons en effet que de la relation (i) on tire: 

X = f{x), 
la relation (2) donnera 

On a donc g(x) ^= f{x — e) et nous savons que la fonction g{x) et la 
fonction f[x) ne sont pas nécessairement du méme ordre de grandeur, 
d^aprés la definition que nous avons adoptée, puisque Ton peut avoir 

f{x) > é^'' 

quelque petit que soit ©, pourvu que x soit assez grand, si la fonction g 
est convenablement choisie. Donc les fonctions inverses F(X) et F(X) + s 
ne devront pas étre considérées non plus comme étant du méme ordre 
de grandeur. 

Get exemple prouve avec quelles précautions on doit raisonner sur 
les ordres de grandeur des fonctions a croissance tres rapide ou tres lente. 
Si Ton appelle définir Vordre de grandeur d!une fonction^ donner une fonc- 
tion du méme ordre de grandeur, on voit que, pour définir Tordre de 
grandeur d'une fonction a croissance tres rapide par la connaissance de 
la fonction inverse, il est nécessaire de donner celle-ci avec une precision 
extreme. Par exemple, dans le mémoire que nous avons déja cité, M. Ha- 
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DAMARDy considérant une fonction entiére la^^j appelle ^{m) une fonction 

***/ I 
positive croissant plus vite que 1/ — et ^{R) une fonction telle que le 

inodule de la fonction considérée (pour |^| = 2?) croisse moins vite que 

e . Il inontre (au n*^ 6) que si Ton donne la fonction ^ on peut 

prendre pour ^ la fonction inverse de ^. Supposant ensuite que la 
fonction <p soit donnée il inontre, dans le cas ou elle est ä croissance 
tres rapide, que, en désignant par ^ la fonction inverse de ^, lon a 

(i) y/ >(i_s)j,(,„), 

6 pouvant étre aussi petit que Ton veut, pourvu que m soit assez 
grand. M. Hadamard ajoute (p. 185) »Ceci peut étre considéré coinme 
la réciproque du théoréme dérnontré au n° 6. On peut donc dire que, 
dans ce cas, ce théoréme donne la véritable relation cherchéei>. Il est clair 
que cela est parfaitement exa et, ä un certain point de vue; mais pour 
nous, ce resultat ne serait pas suffisamment precis et nous serons obligés 
de le compléter. En effet, si Ton considéré e comme une constante, les 
fonctions ^(w) et (i — e)^(w) peuvent admettre des fonctions inverses 
(p{B,) d'ordres de grandeur tres diflférents et Tordre de grandeur de ^(B) 
ne serait pas sufifisainment défini. Il aurait d'ailleurs été assez singulier 
que les méthodes ingénieuses de M. Hadamard, qui ne fournissent que 
des inégalités dans le cas oii ^(B) n'est pas a croissance tres rapide, 
donnent une relation precise dans le cas plus difficile oii ^{JR) croit 
tres rapidenient. Nous allons voir que Ton peut, dans ce cas, définir 
Tordre de grandeur de <fr{R)j au sens que nous avons donné a cette 
expression, c' est ä dire donner des inégalités plus precises que celles qui 
résulteraient de la relation (i) dans laquelle e serait regardé comme une 
constante arbitrairement petite. 

Nous allons pour cela, sans aborder dans toute sa généralité la question 
de reconnaitre directement dans quels cas deux fonctions ä croissance tres 
lente sont du méme ordre de grandeur, indiquer un cas tres important 
oii il en est ainsi. Nous montrerons que, si Ton pose: 

fiX) = ff{X) + 



[log X]. 
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a étant un nombre positif quelconque (qui peut étre inférieur a un) les 
deux fonctions ff{X) et f{X) sont du méme ordre de grandeur. Par de- 
finition, cela revient ä dire que les fonctions inverses sont du méme ordre 
de grandeur, c'e8t a dire que la fonction a croissance tres rapide 

X = G{x) 

est du méme ordre de grandeur que la fonction 



X, = Fi.) - g[. + ^]. 



Remarquons d'abord que la fonction F{x) est constamment supérieure ä 
la fonction G{x); il nous suffit donc de démontrer Tinégalité 



F{x) < [G{x)] 



l+« 



£ étant un nombre positif arbitraire. Si cette inégalité n'était pas vérifiée, 
quelque petit que soit e, a partir d'une certaine valeur de re, il existerait 
un nombre positif s tel que Ton ait 

(i) F{x) > [G{x)Y^% 

pour une infinité de valeurs de x croissant indéfiniment. D'ailleurs il est 
inanifeste que cette infinité de valeurs ne peut étre dénombrable; car, si 
x^ est Tune d'elles, en diminuant, s^il est nécessaire, s, les fonctions F 
et G étant supposées continues, Tinégalité serait vérifiée dans un petit 
intervalle comprenant x^. Nous nous contenterons de démontrer que 
Tinégalité (i) ne peut étre vérifiée pour les valeurs de x remplissant des 
intervalles dont la somme soit infinie; ce n^est pas tout ä fait la propo- 
sition énoncée, mais cela nous suiKra pleinement pour les applications 
que nous avons en vue. 

L'inégalité (i) peut en effet s'écrire, en posant X= G{x) 

Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que cette inégalité soit vérifiée 
pour toute valeur de X] posons x^ =x+j7 — ^ et X^ = G{x^)'; nous 



aurons 



X, > x^-^u 
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Rempla(;on8 ensuite dans (2), x par x^\ nous obtiendrons 



ou, en posant 

^2 = ^1 + (locr Z )« ' ^« ~ ^(^a)' 

En continuant de méme, nous aurons généralement 

rr„ = x,_, +-(y^^x~{r' ^" "" ^^^"^' 



et par suite 



X. > XilJ 



logX.>(i +6)logX._,; 



(logX.r^OogX,.,)" (I +e)' 



et par suite 



(4) a;,+, -x,+ ^^^^ ^^^ + ^^^^ ^^^„ + . . . + ^^^ ^^^, 

< ^' + (logX.)«L' "*■ (TT^ + • • • + (I + e)(-i)«J- 

On en conclut que Ton a a;,^.i < f , f étant un nombre fixe aisé ä c-al- 
culer et par suite: 

ce qui est évidemment absurde puisque f est fixe et que n peut étre 
pris uussi grand que Ton veut. 

Il reste a examiner le cas ou Tinégalité (2) ne serait pas vérifiée 
pour toute valeur de o;; on remplacera alors au besoin 0;^ , o;,, ..., o;,, ••• 
respectivement par des nombres plus grands x{jX'^^ .. .^x'^j tels que cette 
inégalité soit vérifiée. La fonction G étant croissante, toutes nos inégalités 
seront vérifiées a fortiori. Mais, pour que nous puissions afiFirmer que 
rr.^i est inférieur ä un nombre fixe f , il est nécessaire de supposer que 
Tétendue totale des intervalles, dans lesquels Tinégalité (2) est vérifiée, 
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est inférieure ä la somme de la serie convergente qui figure dans le second 
membre de Tinégalité (4); c*est ce qui aura lieu dans tous les cas si nous 
supposons cette étendue totale infinie. Nous pouvons donc afifirmer que, 
si la différence de deux fonctions a croissance tres lente est inférieure a 

Tj — =-, les fonctions inverses sont du méme ordre de grandeur, en écartant 

tout au plus des intervcdles cPétendue totale finie. Nous verrons que cette 
derniére restriction, qu'il serait sans doute possible de lever, n'est jamais 
genanta. 

Il est aisé maintenant de compléter la proposition de M. Hadamard; 

i 

il considére (p. 184 — 185) une fonction X=<p{x) qui croit comme x""; 

1 

M. Hadamard suppose que <p{x) crolt plus vite que re"; nous supposons 

1 

qu'elle croisse précisément comme x"" , c'est a dire que a soit la fonction ^ 
de X définie par Tégalité 

X= ip{x) = x"". 

Cela étant M. Hadamard obtient Tinégalité 



\fL> e-y{m) = (i — e){p(^Oj 



^ étant la fonction inverse de ^. Il s'agit d'évaluer e en fonction de 
m = X; or on a 



I — e = C-" 



et a est tres petit; on a donc e < 2a; or 

log» 



a = 



logX 



et X étant une fonction a croissance tres rapide cette expression est in- 
férieure a ; donc sp{m) = ex <-==] cela suffit pour que 

2x vlog X Vlög X 

les fonctions p{ni) et (i — s)^{m) soient considérées par nous comme du 
méme ordre de grandeur. 

^ Le fait que a est UDe foDCtion de x au lieu d'étre une constante n^introduit pas 
de difficuité sérieuse. 

Äcta mathematiea. 20. Imprimé le 2 aoAt 1897. 43 
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On compléterait aisément de la raéme maniére le théoréme fonda- 
raental qu'énonce M. Hadamard p. 201: 

i>Si le coefficient a^ décroit pltis vite que j— — ^ , la p^^^"^ racine a un 

module supérieur ä (i — s)f:{p)j oii e est infiniment petit pour p infini.» 

Nous ajouterons que e est inférieur å . et cette remarque donne 

un sens beaucoup plus precis a cette proposition; Ton se rendra compte 
sans peine que cette precision est indispensable pour ce qui va suivre. 

Il n'y a plus, en effet^ maintenant, aucune di£Piculté a étendre aux 
produits de facteurs primaires d'ordre infini la proposition fondamentale 
que nous avons démontrée pour les fonctions d'ordre fini et pour les ex- 
ponentielles e^^'\ Nous allons montrer que Ton peut trouver des cercles 
de rayons croissant indéfiniment et sur lesquels le logarithme des plus 
grandes valeurs du module de la fonction d'une part, et le logarithme 
de Tinverse des plus petites valeurs de ce module, d'autre part, sont du 
méme ordre de grandeur. Nous verrons méme que Ton peut donner aux 
rayons de ces cercles toutes les valeurs comprises dans unc serie d'inter- 
vttUes tels, que Tétendue totale de ceux de ces intervalles qui corres- 
pondent ä des rayons inférieurs ä R soit une fraction de B aussi voisine 
que Ton veut de Tunité (raais fixe, bien entendu). Cette remarque nous 
sera tres utile. 

Considérons donc un produit de facteurs primaires 



^w=m(i)- 



les a, sont supposés rangés par ordre de modules croissants et p est 
suppose egal a (logw)'. p est une fonction croissante de n; nous pouvons 
le regarder aussi comnie une fonction croissante de |a,| = r; nous suppo- 
serons que p est une fonction de r ä croissance tres rapide; le cas oii 
il n'en serait pas ainsi se traiterait aisément d'une maniére directe,^ La 

' Ce cas se subdivise en deuz priDoipauz, oelui od la fonotion p(r) orott moios 

m 

vite que e' le nombre des exposants étant limité et oelui od la fonotion />(f) tiest pcts 
comparäbie k oes fonctions c^est k dire est alternativemen t plus grande et plus petite poar 
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fonction inverse r = F{p) sera une fonction a croissance tres lente; nous 
avons d^ailleurs p = [logn]^ de sorte que r est aussi une fonction 
de n a croissance tres lente. Le théorérne de M. Hadamard cité en 
dernier lieu exprime que Fordre de grandeur de r, considéré comme 

fonction de n, n*est pas inférieur a Tordre de grandeur de f>{n) = \/ -. — ;, 

a^ étant le coefificient de sf dans le développement de Taylor de la 
fonction. Nous verrons que, pour le produit de facteurs priinaires con- 
sidéré, r est précisément de Tordre de grandeur de f>(w). 

Nous allons chercher a évaluer la rapidité de la convergence du 
produit infini considéré, pour une valeur de z dont le module est r, 
c^est a dire rechercher combien il faut prendre de facteurs pour que le 

produit des facteurs restants ait un module compris entré - et 2, par 

exeniple. Il suffit manifestement pour cela d'étudier la convergence de 
la serie 

/>(|a»|) 



S (|«-|) 



et de chercher quelle valeur il faut donner a n pour que le reste de la 

serie, a partir du n**""* terme, soit inférieur a log 2, Supposons que r 

soit compris entré |ap| et |ap^.i| et soit |an| = r4-£. Le terme de rang 
n de la serie a pour module 



/>(r4-0 / p \p(»' + e) 






Gette expression est sensiblement égale a e '""^^ . D'autre part, le rapport 
du terme de rang n + i au terme de rang n est 



\|a„+i|/ \|«n+ll/ 



p^ 



des valears indéfiDiment grandes de r. Le premier oas peut se traiter directement et le 
second se raméoe, soit au premier, soit ä celui qui est traité dans le texte, en raisonnant 
comme & la page 3^^* 



380 Emile Borel. 

en faisant pour abréger />(|ap|) =/>,. Ce rapport est tres voisin de un; 
il est inférieur ä 

ta/ ^ \r + e) 



or 



Donc 



/>, = (logw)^ />„+! = (log(n + I))'. 



Pn,^- Pn= [[login +i)y-[losny] >l 



Le rapport considéré est donc inférieur a 



\r + e/ \ r + e/ n(r + 



e) 



On en conclut que le reste de la serie considérée, bornée au w**°** terrae, 
est comparable a 



«/>(r+«) 



n(r + e) '"-»•« 



En remarquant que p{r + e) = [logw]', cette expression a pour loga- 
rithme 

log(r + b) + log(n) + log^ — j:^[logn]'. 

Il suflfit de prendre e = r. ^, a étant plus petit que un, pour que 

cette expression soit negative et tres grande en valeur absolue et par 
suite le reste de la serie négligeable. Cette valeur de e est tres im- 
portante parce qu'elle nous montre que si |^| = r, la fonction est assi- 
railable a une fonction d'ordre au plus egal ä ^(r + e), s étant com- 
parable a une puissance positive de - , c^est a dire que Vordre de la 

fonction est de Vordre de grandeur de p{r). De méme n, considéré comme 
fonction de r, est du méme ordre de grandeur que n(r + s). 

Cela étant, on voit immédiatement que, pour des valeurs de z de 
module r, les plus grandes et les plus petites valeurs ^ du module de 

^ Pour les plus petites valeurs, on doit cousidérer seulement ce qui se passé sur 
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la fonction se comportent comme si la fonction était d'ordre p{r) et par 
suite que les plus grandes valeurs et Tinverse des plus petites sont du 
méine ordre de grandeur. Il est nécessaire de préciser un peu cette pro- 
position; en prenant yo = (logn)', nous prenons une valeur plus élevée 
qu'il n*est nécessaire pour que le produit infini soit convergent; il suffirait 

de prendre />*, mais non />* , e étant positif. On en conclut aisé- 
inent que nous pouvons afifirraer que, si les plus grandes valeurs M[r) 

ont pour expression ö*^, les plus petites -^^i—x ont pour expression e"''^ ^ p' 

étant compris entré p et p^. D'ailleurs le nombre 2 aurait pu étre 
remplacé par un autre nombre quelconque supérieur ä un. En d'autres 
termes logJtf(r) et log^(r) sont du méme ordre de grandeur. Tel tfst 
le resultat precis auquel nous arrivons; il est aisé d'en tirer des consé- 
quences importantes, 

Considérons en effet une fonction entiére quelconque G{z); connais- 
sant son ordre de grandeur, nous pouvons, par le théoréme de M. Ha- 
damard precise comme nous Tavons fait, calculer un ordre de grandeur 
maximum pour la fonction p{r). Si d*ailleurs nous connaissons les zéros 
de G{z) nous pourrons former un produit de facteurs primaires n{z) 
auquel con^espondra une fonction .p^{r) au plus égale ä p{r). Nous 

aurons d'ailleurs 

G{z) = n{z)e^''\ 

Il résulte de ce qui précéde que Tordre de grandeur de n{z) et 

aussi, sur une infinité de cercles, Tordre de grandeur de jfrry ne dépasse 

pas celui de G{z). 11 en résulte que V ordre de grandeur de e"^'^ ne dépasse 
pas cdui de G{z). Cest la une propriété tres importante de la décom- 
position en facteurs primaires, quand on n'introduit pas dans ceux-ci des 
facteurs exponentiels superflus. 

On est naturelleinent conduit a regarder une fonction entiére comme 
d'autant plus compliquée qu'elle croit plus vite. On voit que les deux 

certaias cercles; voir plus haut p. 361 et le mémoire de M. Hadamard p. 204. Od 
verrait aisément que Tod peut ezclure pour les rayoua de ces cercles compris dans ud 
iDtervalle donné une fraction aussi petite que Ton veni de cet intervalle. 
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facteurs fondamentaux n{z) et e°^'\ en lesquels se décompose G{z) ne 
croissent pas plus vite que G{0).^ On en conclut relativement a Tinverse 
des plus petites valeurs de G{z) les mémes propriétés que pour n{z) et 
e^^'\ En procédant sans régle fixe, au contraire, on pourrait étre con- 
duit a décomposer une fonction en un produit de fonctioiiB plus compliquées; 
c^est ce qui aurait lieu, par exemple, si, pour les fonctions de genre fini, 
on procédait comme si le genre dépassait de plusieurs unités sa valeur 
reelle. 



DEUXIEME PARTIE. 



Le théoréme de M. Picard. 

Nous allons établir tout d'abord une relation importante entré Tord re 
de grandeur d'une fonction entiére et Tordre de grandeur de sa dérivée. 
Considérons une fonction entiére 

G{z) = a^ + a^z + .. . . + a^z"" + . . . ; 

nous désignerons par fi{r) le maximum du module de G{z) lorsque 
|2f| = r, et par fJL^{r) la quantité analogue pour la dérivée G'{z) 

G\z) = öj + 2a^z + . • . + na^z"""^ + • • . 

nous nous proposons de trouver une relation entré Tordre de grandeur 
de ix[y) et de fi^[T)\ niais //^(r) n'est pas, en general, la dérivée de;£(r); 
voici comment nous procéderons, posons 

-^(^) = I «o I + I «1 k + • • • + I «n I ^" + . . . 

nous aurons évidemment 

M\y) = I aj + 2 I a, I r + ... + n | a„ j r""^ + 



^ Pour étre tout k fait ezact, nous devons dire que ce aont les logarithmes de ces 
facteurs qui sont au plus du méme ordre de grandeur log | &(£;){. 
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Pour comparer fx et /i^ , nous comparerons [i ä 3f , M a M', et M' ä /ij . 
D^ailleurs on voit que la relation entré p,^ et M' est la méme que la 
relation entré [x et Jf; nous avons donc a comparer successivement ix{r) 
et M[r), puis -af(r) et M'{r). 

Occupons nous d'abord de //(r) et de M{r)\ on a d'abord visiblement 

(i) M{r)>ti{r). 

D'autre part, on a évidemment (ef. p. 365 — 366) 

et par suite, p étant inférieur a r 

On déduit de la comme on Ta vu plus haut que, a étant un nombre 
positif quelconque, Ton a 

(2) M{r) < [;£(r)]^+- 

sauf tout au plus dans une serie d'intervalles dont Tétendue totale, dans 
un intervalle assez grand donné, est une fraction aussi petite que l*on 
veut de cet intervalle donné. 

Les inégalités (i) et (2) expriment les relations que nous voulions 
établir entré M{r) et p{r); on en établirait de semblables entré M\r) 
et p,{r): 

Considérons maintenant les fonctions M{r) et M'{r), e'est a dire 
une fonction positive croissante et sa dérivée. Supposons que dans un 

intervalle, r^ , r^ on ait 

M'{r) > [M{r)y^\ 

On en conclurait, en désignant par M^ et M^ les valeurs de M{r) 
pour r = r^ et r = r^i 



_ fdMjr) fdMi 
""^ "^0 J M'{r) ^J M^^-^alto 



ii. 
Donc rintervalle r. — r^ ne peut dépasser — - . Lorsque le nombre a est 
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donné, quelque petit qu il soit, on peut déterminer r^ de maniére que cette 
expression soit aussi petite que Ton veut et on peut aflfirmer que pour 
toutes les valeurs de r supérieures a r^, sauf peut étre dans une serie 
d^intervalles d'étendue totale finie, ^ on a 

(3) M'{r) < [Jlf(r)]'+-. 

La comparaison des inégalités (i), (2), (3) prouve que Ton a 

quelque soit le nombre positif a, sauf au plus dans une serie d'intervalles 
satisfaisant ä la condition souvent répétée.^ 

Nous pouvons tirer de la la conclusion sui vante: considérons un 
nombre fini de fonctions entiéres öj , ö, , . . . , ö„ et une expression de 
la forme 

c'est a dire une fraction rationnelle par rapport a ces fonctions et leurs 
dérivées d'ordre fini quelconque. Supposons d'ailleurs que les modules 
des fonctions données, par |^| = r, soient tous inférieurs ä e^^'"\ fi{r) étant 
une fonction positive croissante. Nous savons que, dans ces conditions, 
sur une infinité de cercles, les inverses des minimums sont inférieurs a 

e^ "'"^ Des lors nous pourrons affirmer que sur une infinité de cercles 
(dont les rayons remplissent toujours des intervalles satisfaisant ä la méme 
condition), la fraction rationnelle considérée est comprise entré 

e^'^"" et 6-^'^^ 

Nous possédons maintenant les elements nécessaires, pour démontrer 
la proposition fondamentale qui est la généralisation du théoréme de 
M. PiCAUD. Nous allons d'abord en étudier un cas particulier, d'ailleur8 
tres étendu, dans lequel la demonstration est plus simple. Considérons 
deux series de n fonctions entiéres G^{z) y G^{z)y...j G^[z)\ H^{z)yH^{z)j 

* La coDtinuité des fonctions M et M' permet dexclure le cas oii Tinégalité (3) 
serait vérifiée pour des valeurs de r formant une suite discontinuc, mais présentant des 
point^ dans tout intervalle. 

' Nous avons jugé inutile d'écrire rinégalité évidente rM'(r) > M{r) — a^. 
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. . . , H^{z). N0U8 supposons que ces fonctions entiéres (au plutöt le maxi- 
mum de leur module pour |j8?|=r), croissent toutes moins vite que e'*^'^^; 
nous supposons, de plus, que les fonctions entiéres de la seconde serie 
jy, , if, , . • . , -ffi,, sont telles que les différences Hi — H^ croissent toutes 
plus vite que [/^(r)]'. Cela pose, Tidentité 

(i) G,{z)e''^^'' + G^{z)e"^'' + . • • + G,[z)e^-''^ = o 

entralne nécessairement: 

G,{z) = G,{z) = . . . = G,{z) = o. 

Ce théoréme est evident pour n = i ; pour le demon trer en general, il 
nous suffit donc de montrer que Tidentité (i) entraine une identité ana- 
logue ayant un terme de moins et dont les coefficients ne peuvent ötre 
nuls que si ceux de Tidentité (i) le sont. Pour le voir, il suffit de prendre 
la dérivée du premier membre de Tidentité (i) apres Ta voir divisée par 
son dernier terme; on obtient ainsi: 

(2) (ö;ö, — G,G: + G,G,H{ — G,G,H:)e^^-^' + . . . = o. 

II est clair que les coefficients et les exposants de cette identité satisfont 
aux mémes conditions d'inégalité que ceux de Tidentité (i); il reste a 
montrer que, si les coefficients de Tidentité (2) sont nuls, il en est de 
méme de ceux de Videntité (i). Or, dire que le premier coefficient dans 
(2) est nul revient ä dire que Vexpression: 

6„ ' 

est une constante. Or cela est impossible; car, si ni Gi ni G^ ne sont nuls, 
nous pouvons trouver une infinité de cercles sur lesquels —^ est supérieur 

g-^/x(r). ^Q méme sur une infinité de cercles, e"'"^* est supérieur * a e'^/''^'">^'; 
leur produit peut donc, sur des cercles dont les rayons remplissent une 

^ Voir plus haut, en ce qui coDcerne la relation entré les plus grandes valeurs du 
module de H^ — 9, et les plus grandes valcurs positives de sa partie reelle. Pour étrc 
tout k fait rigoureux il faudrait romplacer [;£(r)]* par [//(*•)]*"*; mais cela D'a aueune 
importance. 

Äeia mathematiea. 20. Imprimé le 9 aoOt 1897. 49 
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infinité d'intervalles satisfaisant a une condition souvent indiquée, étre 
aussi grand que Ton veut et ne peut se réduire a une constante. Notre 
proposition est donc établie; car, si Tun des coefficients G^ ou G^ était 
nul, on serait de suite ramené au cas oii il y a un terme de moins dans 
ridentité. 

Nous allons aborder maintenant le cas general de notre théoréme; 
dans ridentité (i) nous supposons les fonctions G inférieures ä ef^''^ et les 
fonctions H^ — H^ supérieures å [/i(f)]'; mais nous ne supposons plus 
les H inférieurs a e'*^'"^; ils peuvent étre aussi grands que lon veut. 
Dans ces conditions nous allons encore démontrer que tous les G 
sont nuls. 

Il est clair tout d*abord que s^il existait une fonction y(r) supérieure 
a fx et telles que les Hi — H^ soient compris entré [v(r)]* et c^''\ la de- 
monstration subsisterait en rempla9ant fx par v. La demonstration sub- 
sisterait encore si les Hi — Hj, étaient compris entré [i^Ct*)]' et c*^*"^ pour 
une infinité de valeurs de r, remplissant des intervalles d'étendue totale 
asscz grande; tels par exemple que ceux d'entre eux qui sont compris 
dans un intervalle donné dépassent par leur étendue une fraction dé- 
terrainée de cet intervalle. Il ny a donc de diflTiculté que si, pour toute 
valeur de r, on tout au moins pour des valeurs remplissant des inter- 
valles d'étendue considérable, les différences fl< — Bj, sont tres différentes, 
c'e8t ä dire si Tune d^elles, par exemple, est supérieure au carré de 
chacune des autres (on pourrait méme dire a une puissance quelconque; 
mais ceci nous suffit). D*ailleurs il peut se faire que ce ne soit pas 
toujours la méme des différences H^ — JBT^ qui soit supérieure au carré 
des autres; mais, leur nombre étant limité, si on le désigne par m, on 
pourra affirmer qu'au moins une des différences, dans des intervalles qui 

dépassent la fraction — de Tintervalle total qui les comprend, est supérieure 

au carré des autres (voir la note au bas de la page 384). Le cas oii 
plusieurs des différences fli — fi, (n fixe) auraient cette propriété ne pré- 
sente pas de difficulté spéciale; supposons pour fixer les idées qu'il n'y 
en ait qu'une: H^ — H^. Il est clair que les différences B.^ — H^j 
H^ — ^3 , . . . , fij — fl„_i auront lä méme propriété par rapport aux 
autres H^ — fi]^. On voit des lors aisément que Ton peut recommencer 
la demonstration, en ayant soin de gärder pour la fin le terme G^e"^ 
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ou plutöt ceux qui s'en déduisent par les operations successives; on dé- 
montrera ainsi que G^ est nul, etc. 

Nous arrivons donc ä la conclusion suivante: Videntité 

dans laqueUe les G^ sont inférieurs ä ef^''^ et les H^ — Hj^ supérieurs å 
[fi{r)y entraine nécessairement la nuUUé de tous les G. On pourrait 
d^ailleurs remplacer [/^(r)]' par [/^(f)]*"*'*'. 

Dans cet énoncé et la demonstration qui précéde, nous avons con- 
stamment; pour abréger, omis les möts module maximum pour \z\ = r. 

Un cas particulier de cette proposition est connu depuis longtemps: 
c'est celui oii les G et les J?< — H^ sont des polyn6mes. Voici quelques 
autres cas particuliers, qui pourraient d'ailleurs étre démontrés par une 
voie élémentaire, sans qu'on ait a faire usage de notre théorie générale 
des fonctions croissantes: 

Les G sont des polynomes et les Hi — H^ des fonctions entiéres de 
genre fini; 

Les G sont des fonctions entiéres dont le genre * ne dépasse pas fi 
et les Hi — Hj^ des polynomes dont le degré dépasse fi. 

Les G et les Hi — J3^ sont des fonctions entiéres de genre fini quel- 
conque. 

Voici au contraire un cas particulier important dont la démonstra- 
tion parait aussi difficile que celle de la proposition générale: 

Les G sont des fonctions entiéres de genre fini (ou des polynomes) 
et les Hi — H^ des fonctions entiéres qttelconques. 

Nous avons dit que cette proposition peut étre regardée comme la 
généralisation du théoréme de M. Picard; ä proprement parler, c'est 
plutöt le corollaire que nous allons en déduire immédiatement qui 
constitue cette généralisation. Désignons par G{z) une fonction entiére 
et considérons toutes les équations de la forme 

(i) ^{z)G{z) = ^{z) 

dans lesquelles les fonctions f> et ^ sont telles que le logarithme des 

^ Au lieu du genre /jl nous pourrions introduire fordre />; la proposition serait plus 
precise lorsque p n^est pas en ti er. 
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plus grandes valeurs de leur module croit moins vite qu'une puissance 
déterrainée, d'exposant inférieur a un^ du logarithme des plus grandes 
valeurs du module de G. Cela étant, je dis que toutes ces équations, 
sauf une au plus, ont autant de racines qu'il résulte de la réciproque du 
théoréme de M. Hadamard, telle que nous Tavons précisée.^ En d^autres 
termes, en posant 

(2) 9^{^)G{^) — <p{^) = n{z)e^^"^ 

n{z) étant un produit canonique de facteurs primaires, la fonction n[z) 
ne peut étre telle que le logarithme des plus grandes valeurs de son 
module croisse moins vite qu'une puissance, d^exposant inférieur a un, 
du logarithme jdes plus grandes valeurs de (t. Il ne peut y avoir a ce 
fait qu'wwe exception. En effet si, en méme temps que Tidentité (2), nous 
avions Tidentité 

(3) <p,{z)G{z) - <i,M ^ nMe''^^'\ 

n et /7, satisfaisant ainsi que ^jf^i, 4^, ^^j ä la condition indiquée, on 
obtiendrait en éliminant G{z) entré (2) et (3), une relation de la forme 

K,{z)e''^'' + K,{z)e^^^'^ + K,{z) = o. 

D'ailleurs les K et les H satisferaient aux inégalités exigées par Ténoncé 
de notre théoréme general ^ (et méme par Ténoncé du cas particulier 
que nous avons examiné en premier lieu) de sorte qu'on aurait 

K,=K,=K,= o, 

ce qui est absurde si les relations (2) et (3) ne sont pas identiques. 



' M. PiCARD, en supposant que ^ soit une coDStantc et ^ un polynome avait 
montrd que toutes les équations (l), sauf une au plus, ont une infinité de racines. (An- 
nales de TEcolc Normale 1880). M. Pigard avait daillcurs étendu ce théoröme 
au cas d un point singulier cssentiel isolé^ qué nous avons laissé- complétement de coté ici. 
Voir une note intéressanto de M. Hadamard, Comptes Rendus, mai 1896. 

* Il ne pourrait y avoir de diflficulté que pour la différenco H — ff j ; il sufFit décrire 
K^jC''"''» + K^ ■= XjC"^», pour reconnaitre que si H — ff, ne dépassait pas Tordre de 
grandeur requis, fordre de grandcur du premier membre scrait inférieur k celui du second. 
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Cest la, semble-t-il, la généralisation proprement dite la plus étendue 
que Ton puisse exiger pour le théoréme de M. Picard; on déduirait 
aisément de notre proposition fondamentale une foule d'autres généralisa- 
tions, dans Ténoncé desquelles figureraient plusieurs fonctions entiéres 
différentes, ou bien des équations non linéaires, etc. En ce sens, cest cette 
proposition fondamentale qui est la généralisation la plus compléte de 
ce théoréme. 

J'ai dii abréger bien des demonstrations et méme laisser de cöté des 
détails importants, sous peine d'allonger démesurément ce mémoire; j'ai 
tenu surtout a indiquer aussi nettement que possible la suite des idées 
et c'est ce qui ni'a amené a conserver a peu prés complétement pour 
Texposition Tordre méme que j'ai suivi dans mes recherches. J'ai ce- 
pendant rejeté a la fin et je vais exposer maintenant le cas particulier 
que j'ai traité le premier d'une maniére rigoureuse, parce que ce me sera 
une occasion de montrer comment Tordre analytique que suit Tintuition 
peut étre transformé en une exposition synthétique. 

Je me proposais de démontrer Timpossibilité d'une relation de la forme 

(i) e^^'^ + e^'^'^ = I 

et voici le raisonnement que j^ai fait tout d'abord: la relation (i) montre 
que G et ö, sont du méme ordre de grandeur; soit fx[r) cet ordre; on 
a e^' — I = — e~^ et par suite e^» — i peut devenir infiniment petit de 
d^ordre de e~^^''\ Cela revient a dire que G^ — 2m;r est tres petit de 
Tordre de e""'*^'^; or Tiden tité (i) montre que Ton a 

(2) öj — 2nin = e^"^'^ 

si le second membre devient tres petit de Tordre de e'"''^''\ on en conclut 
quMl peut devenir tres grand de Tordre de d^^^^\ d'ailleurs G^ — 2nin étant 
tres petit, n est au plus de l'ordre de grandeur de /i(r); donc, dans 
ridentité (2), le premier membre serait de Tordre de grandeur de /£(r), 
ce qui est absurde puis que le second membre atteint e^^'"\ 

Avec les notions precises que nous avons acquises sur les ordres de 
grandeur, ce raisonnement est parfaitement rigoureux; mais, n'ayant pas 
alors ces notions precises, j'ai dA, pour le rendre rigoureux, lui donner 
une forme synthétique que je vais maintenant exposer. 
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Récrivons les identités 
(i) e^(^> + e^>('> = I, 

(2) G^{z) — iniTT = e'^^^'K 

Dans cette demiére, n est un entier positif, nul ou négatif. 

Désignons par M{r) le maximum le module de G{is) pour |0| = r, 
par A(r) le maximum des valeurs positives de la partie reelle de G et 
par -^ J3{r) le maximum des valeurs positives de la partie reelle de 
— 6r, dans les mémes conditions. Désignons par M^ , A^j jB^ , /£, , a«, fin 
les mémes fonctions, définies a Taide de G^ et de jT^. Nous avons d'abord 
les inégalités évidentes 

(3) A{r)<M{r), B{r) < M{r) 

et les inégalités analogues. D'autre part, Tidentité (i) montre que, pour 
les valeurs de r telles que A{r) dépasse 2, Ton a 

(4) i^(0 < A(0 < 2^(0- 

Enfin nous avons vu que, pour les valeurs de r dépassant un nombre 
fixe, Ton a, si p est un nombre quelconque inférieur a r 



(5) ^w < ^ 



—p 

et une inégalité analogue en rempla9ant A par B ou en mettant des 
indices. On aurait entré a„ et fi^ une inégalité analogue; mais le nombre 
fixe auquel r devrait étre supérieur serait variable avec n et par suite 
pourrait dépasser toute limite si on laisse n indéterminé. Il est nécessaire 
de reprendre en partie la demonstration qui a conduit a la formule (5); 
si nous désignons par c^ + ^i le terme constant de F^y c„ et c'^ étant 
réels, nous aurons (p, 365 — 366) 

(6) Mn{p) < I ^n I + K I + ;r^ [4a«(^) + 2 | c„ ;]. 

Or on peut supposer c/„ compris entré — ;r et + ;r; d'autre part, en dé- 
signant par h -{^ ki le terme constant de G^{z), on a 

e''- = V + {k— innY 
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et, par suite en désignant par H et K deux nombres indépendants de n 

\c,\<H+K\og\n\; 

dans cette formule et les suivanteSy si n est nvl log|w| doit étre remplacé 
par zéro. De la et de la formule (6) on conclut que Ton a, pourvu 
que r dépasse une valeur fixe indépendante de n 

(7) M <5£W!2±^ 

pourvu que p soit plus petit que r. On pourrait d^ailleurs remplacer 

a« par ^.. 

Ceci poséy considérons un nombre quelconque r dépassant les limites 
fixées; ce nombre r, une fois choisi, restera fixe jusqu'a la fin du raison- 
nement. Nous pouvons, par hypothése, donner a z une valeur z^j de 
module r et telle que la partie reelle de G{z) soit égale a — B{r); on 
a alors 

(8) I ^^'('•^ — 1 1 = e-^^^l 
Par suite, n étant un entier déterminé, on a 

(9) |öjK)-amV|<2e-«'>. 

Le module de G^{e^) étant au plus egal å M^{r), on conclut de lä: 

(10) |«|<3fj(r). 

Si nous faisons e = z^ dans Tégalité (2), Tinégalité (9) deviendra 

Or Fnie^) a un module inférieur ä /(.(r); on a donc certainement: 

(n) Mn{r)>{Bir). 

D'autre part, B désignant un nombre supérieur a r, Tégalité (2) montre 
que Ton a 
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et en tenant compte de (lo): 

(12) a^"^^> < 8ilfj(J?). 

Rempla9ons dans Tinégalité (7), r et p par 1? et r et tenons compte des 
inégalités (10) et (12); nous aurons: 

f^irX^.i^^ogM.iE) + logS + logM,(B)] 

et, par suite, si B est assez grand pour que M^{R) dépasse 8' 

(13) fi„{r) <^^\og M,{R). 
Les inégalités (11) et (13) donnent maintenant 

(14) B{r) <^^log M,{B). 

Il nous suffit de joindre a cette derniére inégalité les inégalités (3), (4) 
et (5) pour aboutir ä une impossibiiité. Récrivons celles de ces inégalités 
qui nous seront utiles, en désignant par p' un nombre inférieur a p. 

(15) M{p)<^Bir), 

(16) A{p)<M{p), 

(17) A,{p)<2Aip), 

(•8) M,{p')<^A,{p). 

Ii suffit de se servir successivemen t des inégalités (14 — 18) pour obtenir 

MAp') <40.S.2.8j^ u^^^^, rAog MAR), 

Nous pouvons supposer R — r = r — p = p — p'; nous voyons des lors que, 

pourvu que B soit assez grand pour que Ton ait logJIfj(Ä) <^^^ — —— j 
on aura 
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Nous avons obtenu cette inégalité en prenant pour r un norabre fixe; 
il résulte de ce qui précéde qu*elle sera vérifiée pourvu que R et p' dé- 
passent des nombres fixes. On peut Técrire aussi 

Sous cette forrae il suffit d'y faire successivement p' = X, R = X + h; 
/>' = A + Ä, i2=A + Ä+^';^' = ^4-Ä+^,i?=A + Ä+* + ^, etc, 

pour constater que si M^{Å) est assez grand et h convenablement choisi, 
M^{Å + 2h) dépasse toute quantité assignable, ce qui est absurde. Je 
crois inutile de détailler cette derniére partie du raisonnement, car un 
raisonnement identique a été fait plus haut (p. 366 — 368). 



CanduMon* 

J'ai, dans ce mémoire, inoiqué quelques propositions générales ini- 
portantes au sujet du nombre des zéros des fonctions entiéres. Mais je 
ne me dissimule pas que cette question exige encore des études appro- 
fondies et qu'il y aurait, notamment, grand intérét a préciser davantage 
les resultats. 

Pour nous borner aux fonctions de genre fini, Tétude des fonctions 
dont Tord re est un nombre entier est encore a faire a peu prés compléte- 
ment. Cest lä un genre de questions dont on ne peut, semble-t-il, espérer 
une solution totale; mais ce n'est pas une raison pour qu'on n'obtienne 
pas un grand nombre de resultats intéressants et utiles, comme on Ta 
fait pour les régles de convergence des series. 

Voici un ordre d'idées dans lequel on aboutirait peut étre ä des re- 
sultats intéressants et qui m'a été fort utile dans mes recherches. Etant 
donnée une fonction entiére, donnons a z une valeur de module r et con- 
sidérons le terme dont le module est le plus grand. Ce module est une 
fonction croissante de r, laquelle est a peu prés du méme ordre de 
grandeur que le maximum du module de la fonction; de sorte que Ton 

Aeia fnathwMiiea. 20. Imprimé le 28 octobre 1897. 50 
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peut dire que, si ime fonction entiére devient trea grande lorsque le ino- 
dule de z augmente, c'est surtout parce que, pour chaque valeur du 
module, un terme devient tres grand et non parce que beaucoup de termes 
deviennent tres grands. 

Pour chaque valeur r du module de z, le degré du terme le plus 
grand donne a peu prés le nombre des racines de module inférieur ä r 
(sauf le cas d'exception du théoréme de M. Picard). On peut rattacher 
cela ä ce fait que les équations 

F + (P = o 
ont le méme nombre de racines ' ä Tintérieur d*un contour sur lequel 





F 



< I 



Il y aurait lieu de rechercher quel est le degré de precision de ce 
resultat, en particulier dans le cas des fonctions d^ordre fini, mais non 
entier, pour lesquelles le facteur exponentiel par lequel on peut toujours 
multiplier la fonction, sans changer le nombre de ses racines, est néces- 
sairement d'un ordre de grandeur inférieur ä celui de la fonction elle 
méme et peut, par suite, étre négligé dans une premiére approximation. 
Pour ces fonctions, si Ton désigne par f>{r) le maximum de leur module 
pour |i8?| = ^, il y a lieu de com pärer le nombre de leurs racines de 
module inférieur a r avec 



I 



Il est a peu prés certain que Ton obtient ainsi le nombre exact des ra- 
cines, a des quantités prés d'ordre inférieur, dans le cas particulier oii 
leurs arguments tendent vers une limite déterminée lorsque le module 
augmente indéfiniment. 

Le facteur - est déterminé par la condition que la formule soit 

exacte pour e' , 



• • ■ • 



* Hermite, cours d^aoalyse, 4® edition p. 1 82. 
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En appliquant cette formule a la fonction ${t) de Ribmann (laquelle 
a pour ord re 0,5 si Ton prend t^ pour variable), on obtient pour le 
nombre des racines' comprises entré O et T la formule 

TT T 
— log 

2n ^ 27t 27r 

qui a été donnée par Riemann et dont M. von Mangoldt, complétant 
les resultats importants dus a M. Hadamard, a démontré récemment 
Texactitude, a des quantités prés de Tordre de [log ^]^ 

En terminant, je vais résumer rapidement les resultats acquis et in- 
diquer en méme temps les recherches qui se présentent naturellement. 

On peut, a chaque fonction entiére, faire correspondre une fonction 
croissante p{T)y qui peut se réduire a une constante positive (lorsque le 
genre est fini) et que Ton appelle son ordre apparent. Get ordre apparent 
ne dépend que la manier e dont croit la fonction; il se conserve ou se 
modifie d'une maniére simple lorsqu'on corabine entré elles par voie 
d'addition ou de multiplication plusieurs fonctions et leurs dérivées 
d'ordre quelconque.^ 

Cet ordre apparent joue un r61e analogue au degré dans la théorie 
des polynomes; en particulier, dans une identité, les termes d'ordre ap- 
parent maximum * doivent se détruire, ou tout au moins donner par leur 
combinaison un terme d'ordre moindre. On peut ainsi démontrer Tim- 
possibilité de nombreuses identités; je me réserve d'appliquer cette re- 
marque a la théorie des équations différentielles. 

Enfin, appelons ordre réel d'une fonction entiére une fonction crois- 
sante, pouvant aussi se réduire a une constante et dépendant uniqtienient 
de la fréquence des zéros. Nous aurons ce théoréme fondamental; sauf 
un oas exceptionnel (que nous pouvons appeler cas de M. Picard), Vordre 
apparent est egal ä Vordre réel. 

Que reste-t-il donc a faire? A préciser davantage encore la de- 
finition des ordres et par suite la definition de leur égalité. Si nous 



^ Od peut aussi déduire Tordrc de la fonction /^[^(2;)] de la connaissance des ordres 
des fonctions entiéres /* et ^. 

^ Les ordres apparents peuvcnt ne pas étre oomparables, alors ohacun d^euz peut 
étre regardé comme maximum, au point de vue des conséquences indiquées dans le tezte. 
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nous bornoiis, po ur plus de netteté, aux fonctions de genre fini, Tord re 
est un nombre positif déterminé et il semble que la proposition: Vordre 
apparent est egal å Vordre réel soit suffisamment précise. On peut ce- 
pendant espérer trouver mieux; Tordre réel, par exemple, a été défini 
coinnie un nombre p tel que, a„ étant le module de la n**°*® racine, la 
serie }!a^^'^ soit convergente et la serie la^^"^^ divergente, quelque petit 
que soit le nombre positif e. Il est clair que la connaissance dunombre 
p ne suflGt pas pour fixer la maniére dont croit a« lorsque n aug- 
mente indéfiniinent. Par exemple, il peut exister un nombre positif ou 
négatif p' tel que la serie Ia~^ {log a^Y'^^ soit divergente et la serie 
Ia~^ {log a„y~'' convergente, quelque petit que soit s; la connaissance des 
deux nombres p et p' est évidemment quelque chose de plus que la 
connaissance du seul nombre p^ sans cependant suffire encore. On sait 
qu'on ne peut épuiser de telles difficultés (voir les travaux de MM. 
Du BoLS Reymond, Pincherle, Hadamard sur les fonctions croissantes); 
mais on peut sans doute arriver ä préciser plus que je ne Tai fait la 
notion de Tordre et c'est ce qui pourrait étre utile dans certaines re- 
cherches. Il se pose alors la question de savoir si le théoréme de 
Tégalité subsisterait entré les ordres ainsi precises, ou sMl ne faudrait 
pas faire intervenir des notions nouvelles, par exemple les arguments des 
racines. 

Saint Affrique (Aveyron), le 5 octobre 1896. 
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HUGO GYLDÉN. 



Kin biographischer Umriss nebst einigen Bemerkungen uber 

seine \A^issenschaftlichen Methoden 

VON 

KARL BOHLIN. 



Johan August Hugo Gylden wurde ara 29 Mai 1841 in Helsing- 
fors geboren. Sein Väter war der Professor der griechischen Sprache an 
der k. k. Alexanderuniversität, Nils Abraham Gyldén. Die Mutter besass 
eine den damaligen Ståndpunkt der Frauenerziehung weit iiberragende Bil- 
dung und sogar eine ungewöhnliche öelehrsanikeit. So wurde es Gyldén 
bescheert im elteiiichen Hause eine umsichtsvolle und griindliche Unter- 
richt zu geniessen. Er kam darauf in eine private Schule und wurde mit 
sechzehn Jahren 1857 als Student an der Universität eingeschrieben. Er 
widmete sich als solcher anfangs zwei Jahre der Chemie, wandte sich aber 
dann den astronomisch-mathematisehen Disciplinen zu. Schon im Jahre 
1860 promovirte er zum Phys. Math. Magister und zog darauf zur weiteren 
Ausbildung ins Ausland. 

Die Reise ging nach Deutschland und zwar hielt er sich in den Jahren 
1 86 1 — 62 vomehmlich bei Hansen, dem Altmeister der theoretischen Astro- 
nomie, in Gotha auf. Nachdem er noch Leipzig besucht hatte, kehrte 
er nach der Heimath zuriick, um seine akademischen Studien zu beendigen. 
Lizwischen war eine Lehrerstelle fiir Astronomie an der Universität in 
Helsingfors frei geworden und Gyldén sandte auch aus Gotha, als er 
davon Nachricht bekommen hatte, an die Behörden ein Gesuch ein, das 
indessen zu spät ankam und desswegen vereitelt wurde. Nach der Kiick- 

Äota matfmuUiea. 20. Imprimé le 28 octobre 1897. 
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kehr nach Helsingfors legte er 1862 das Licentiatexamen ab, wurde im 
December desselben Jahres zum Docenten der Astronomie und im folgenden 
Jahre zum Doctor der Philosophie emannt. 

Schon ehedem hatte Gryldén eine vorläufige Anstellung bei der Pul- 
kowaer Sternwarte angenommen und wurde nun daselbst 1863 zum Adjunct- 
astronomen und i86s zum »altaren Astronomen» befördert. In Pulkowa 
entwickelt^ er als beobachtender Astronom eine aussergewöhnlich rege Tliä- 
tigkeit, deren die Annalen der Pulkowaer Sternwarte Zeugniss ablegen, 
fand aber trotzdem die Musse, sich theoretischen Untersuchungen zu 
widmen. Seine Untersuchungen uber die Constitution der Atmosphäre und 
die Strahlenhreclmng in dersélhen wie die Abhandlung Studien aufdem Ge- 
hiete der Störungstheorie stammen aus dieser Zeit. 

Einen bedeutungsvollen Wendpunkt seiner wissenschaftlichen Lauf- 
bahn brachte das Jahr 1871. Der Director der Sternwarte in Stockholm 
Nils Haquin Selander war gestorben und die Wahl der Academie der 
Wissenschaften fiel auf öyldén als dessen Nachfolger. Er bekleidete dieses 
Amt als Astronom der Academie der Wissenschaften und Director der 
Sternwarte von 1871 an bis zu seinem Tode. Auf diesem Posten wurde 
es ihm ermöglicht, eine fiir die Astronomie sehr fruchtbare Wirksamkeit 
zu entfalten. Nicht nur dass seine Studien und Untersuchungen auf dem 
Grebiete der Störungstheorie und iiber verwandte Gegenstände in einer 
iiberaus lebhaften schriftstellerischen Thätigkeit sich enfwickelten und mit 
der Zeit allmählig den Character eines definitiv ausgearbeiteten Systemes 
annahmen: er verstand es auch eine Reihe von Schiilem, hauptsächlich 
aus Russland und Deutschland, heranzuziehen, die kiirzere öder längere 
2ieit sich bei ihm iiber die Theorien der intermediären und absolut^n 
Bahnen informirten und durch selbständige Arbeiten nicht unbedeutend 
zur Verbreitung der Kenntniss und zur Ausbildung jener Theorien bei- 
getragen haben. Ein Theil dieser Untersuchungen sind in der von Gyldén 
gegriindeten Publication Astronomiska iakttagelser och undersökningar an- 
stälda på Stockholms observatör iufn veröffentlicht worden. 

Als die theoretischen Grundlagen der intermediären und absoluten 
Bahnen der Himmelskörper, woriiber Gyldén zum erst^n Mal in drei in 
schwedischer Sprache geschriebenen Abhandlungen, Undersökningar af teorien 
för himlakropparnes rörelser, I — m, 1881 — 82, berichtete, soweit gediehen 
waren, dass zur numerischen Verwerthung derselben geschritten werden 
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konnte, bewilligte der schwedische Reichstag im Jahre 1884 eine Summe 
von 12,000 Krönen zur Ausfiihrung von numerischen Rechnungen be- 
treffend die absoluten Bahnen der grossen Planeten. Diese Rechnungen 
wurden auch sofort in Angriff genommen und kriiftig gefördert. Fiir die 
meisten Combinationen der grossen Planeten wurden so die grundlegenden 
Rechnungen — Entwicklung der Störungsfunction und Integration der ge- 
wöhnlichen Störungsglieder — fertig gestellt. Ein, wenn auch nur sehr 
kleiner Theil der Resultate sind in dem nach seinem Tode erschienenen 
unvoUendeten zweiten Theile seines Werkes Traité analytique des orbites ab- 
solues des huit planétes principales publicirt worden.^ 

Schon seit vielen Jahren hatte Gryldén an einem Herzleiden gelitten. 
Im vorigen Sommer nahm die Krankheit einen drohenden Character, schien 
sodann nach einem Aufeiithalte in Nauheim etwas nachzugeben, aber nahm 
im Herbste wieder heftig zu. Am 9 November des vergangenen Jahres 
entriss ihn mitten im Schaffen der Tod seiner Familie und der Wissenschaft. 

Gyldén war Mitglied der schwedischen Academie der Wissenschaften, 
der Wissenschaftssocietät in Upsala, der Wissenschaftssocietät in Helsing- 
fors, der französischen Academie als Nachfolger Secchi's, der russischen 
Academie der Wissenschaften, der Royal Astronomical Society und an- 
derer gelehrten öesellschaften. Von 1889 bis 1896 fungirte er als Vor- 
sitzender der Astronomischen Gresellschaft. Im Jahre 1879 wurde ihm eine 
Professorsstelle in seiner Vaterstadt und zwei mal wurden ihm im Aus- 
lande Professorsstellen angeboten, einmal 1876 in Gotha, das andere Mal 
1884 in Gröttingen. Bei dieser letzten öelegenheit hatte er auch eine 
Ubersiedlung auf deutschen Boden emstlich erwogen, liess sich aber auf 
den besonderen Wunsch der Academie der Wissenschaften hin bewegen, 
seine Absicht aufzugeben. Seinem Wunsch durch Vorlesungen zu wirken 
wurde bei dieser Gelegenheit durch besonders fiir den Zweck zur Disposition 
gestellten Mittel entsprochen. Von 1888 an war er als Lehrer der Astro- 
nomie bei der Hochschule in Stoc\holm thätig. Seit der Griindung dieser 
Zeitschrift gehörte er ihrer Redaction. 

Der mathematische Inhalt der Publicationen Gyldéns ist mit seinen 
astronomischen Untersuchungen so nahe verbunden, dass es schwer fällt, 
die mathematischen Resultate von den astronomischen Aufgaben, deren 

* Die Fortsetzung dieser Untersuchungen ist von Herm Director O. Backlund 
tibemommen worden. 
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Lösung er nachstrebte, zu trennen. Ohne Zweifel wiirde es leichter sein, 
eine Vorstellung der durch ihn erlangten astronomischen Resultate auf dem 
Gebiete der Störun^en zu bilden, ohne die mathematischen Methoden zur 
Hiilfe zu nehmen, deren er sich bediente. Die gewonnenen Resultate 
diirften nämlieh durch allgemeinere funetionstheoretische Methoden und 
auf anderen Wegen, als die elliptischen Functionen ihm eröffneten, wieder- 
gefunden werden können. AUerdings haben sich die elliptischen Func- 
tionen in seinen Handen als sehr fruchtbar erwiesen, indem nämlieh die 
genau studirten Eigenschaften, die diese Functionen iiber die trigonome- 
trischen hinaus besitzen, bei der Anwendung auf die Astronomie unmittel- 
bar verwerthet werden konnten. Ein weiterer Vortheil der Anwendung 
dieser Functionen lag darin, dass die von Herm Hehmite behandelte 
8. g. LAMÉ-sche Differentialgleichung benutzt werden konnte, um eine erste 
Verbesserung eines durch einfache Verbindungen elliptischer Functionen 
dargestellten preliminären Resultates abzuleiten. WoUte man aber die An- 
näherungen iiber diesen Grenauigkeitsgrad fortsetzen, so wäre man in der 
Regel zu elementären Hiilfsmitteln zuriickgewiesen. Die elliptische Func- 
tionen sind in dem Sinne ein Mittel, durch welches es ermöglicht wird, zu 
einem gewissen Grrade in das Störungsproblem einzudringen, eignen sich 
aber weniger um dasselbe nach einem einheitlichen Algoritmus endgiiltig 
zu behandeln. Diesem Umstande sind die Schwierigkeiten zuzuschreiben, 
welche Qy Idéns Methoden darbieten. In dieser Zeitschrift hat Gyldén 
seine Untersuchungen iiber das allgemeine Problem der Störungen mit be- 
sonderer Riicksicht auf die Convergenz der Reihen in zwei grösseren Ab- 
handlungen : Unters%ichungen iiber die Convergenz der Reihen^ welcJie zur Dar- 
stdlung der Goordinaten der Planeten angewendet werden, Acta mathe- 
matica 9, 1887 und Nouvelles recherches sur les series employées dans 
les théories des planétes, Acta mathematica 15, 1891; 17, 1892, ver- 
öffentlicht. Dieselben sind in der Vierteljahrsschrift der Astronomischen 
Gesellschaft fiir 1893 umständlich analysirt worden. In der ersten dieser 
Abhandlimgen wird die Ermittlung der sog. characteristi^chen Glieder auf 
eine Reihe ähnlicher Operationen durch elliptische Functionen in iiber- 
raschend eleganter Weise zuriickgefiihrt. Der interessanteste Gegenstand 
der zweiten Abhandlung, nämlieh der Versuch, die Convergenz der Reihen 
im Anschluss an gewissen höheren Potenzen der Unbekannten mittels sog. 
horisliseher Glieder^ welche durch die Transformationen in den Differen- 
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tialgleichnngen entstehen, festzustellen, entbehrt hier (lie Klarhoit oinor 
endgiiltigen Darstellung und beschäftigte öyldén noch immer in der 
letzten Zeit. 

Abgesehen von diesen Convergenzfragen besitzen die astronomischon 
Methoden Qylddns einen unstreitbaren Vorzug vor anderen, iilteren Me- 
thoden. Vom Anfange seiner Untersuchungen iiber die allgemeinen Stör- 
ungen an war es nämlich sein Streben, dieselben in rein periodischer Form 
darzustellen. Die in einer solchen analytischen Form dargestellte Bahn 
eines Hiramelskörpers nannte er eine ahsolute, weil dieselbe fiir allo Zeiten 
von der wirklichen Bahn nur um kleine periodische Grössen von der Ord- 
nung der Masse sich unterscheidet. Die wirkliche Berechnung solcher 
Bahnen fiihrt zu einer gewissen Wahl von Tntegrationsconstanten, fiir 
welche Gyldén aneh eine besondere Terminologie aufgcstellt hat. Diese 
Theorie der absoluten Bahnen entspricht nach den älteren Stcirungstheorien 
den s. g. scecularen Störungen. Seine umfassenden Untersuchungen iiber 
diesen Gegenstand hat Gyldén im ersten Theile seines unvollendeteu 
Werkes: Tratte analytique des orbites absolues des huit planétes principales, 
Stockholm 1893, nachgelassen. 

Aber nicht nur fiir die Theorie der allgemeinen St()rungen bieten die 
elliptischen Functionen eine vortheilhafte Anwendung, indem man gewisse 
Glieder aus der Störungsfunction mit den Differentialgleichungen schon bei 
der ersten Näherung vereinigt, wodurch diese, die ja ohne jeno Glieder zu 
Ausdriicken rein trigonometrischer Art fiihrén, durch elliptische Functionen 
integrierbar werden. Fiir gewisse Fälle, besonders bei der numerischen 
Berechnung sehr excentrischer Bahnen wie derjenigen der Cometen, hat 
Hansen einen praktisch sehr schätzbaren Kunstgriff eingef iihrt, ohne welchen 
sogar eine analytische Behandlung solcher Fälle scheitert. Der Grundgc- 
danke des Verfahrens ist folgender. Die Bahn des Himmelskörpers wird 
in zwei öder mehreren Theilen zerlegt und fiir jeden Theil driickt man die 
Coordinaten durch ein hesonderes Hiilfsargument aus. Dieses Argument 
— die sog. partielle Anamalie — wird in einer solchen Weise gewählt, 
dass dasselbe von o® bis 1 80® variirt, während der Himmelskörper den bo- 
trefifenden Theil der Bahn beschreibt. Ausserhalb der Grenzen dieses Theil- 
gebietes verlieren die nach der partiellen Anomalie entwickelten Reihen ihre 
Giiltigkeit. Wie Gyldén zuerst gezeigt hat, bieten sich die elliptischen Func- 
tionen fast von selbst zur Einfiihmng solcher partieller Anomalien und 

J«f« nuUkåmaHea. 20. Tmprlmé le 2ll ociobre 1807. 51 
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sind ausserdem wegen der raschen Convergenz der Beihenentwicklungen fiir 
diesen Zweck sehr geeignet. Gyldéns erste grössere theoretische Arbeit, 
Studien auf dem Gehiete der Störungstheorie^ I, Petersburg 1871, behandelt 
die Aufgabe, besondere fiir den genannten Zweck nutzbare Entwicklungen 
der elliptischen Functionen herzustellen. Ein Theil der betreffenden Re- 
sultate waren wohl schon von C. O. Meier im 37 Bände von Crelles 
Journal fiir reine und angewandte Mathematik angegeben. Weil sie 
aber weder fiir die praktische Benutzung gestelit öder hinreichend voll- 
ständig waren, entschloss sich Gyldén, eine neue Behandlung der Frage im 
Anschluss an die Fundamenta Jacobi's vorzunehmen. Diese Abhandlung 

enthält zuerst trigonometrische Entwicklungen von Potenzen der elliptischen 

(2K \^" / . 2K \'*+i 

sinam — xj , (sinam — xj u. s. w. fiir » = o, i , 2. 

Von besonderem Interesse sind die darauf folgenden Entwicklungen fiir 
grosse n-Werthe von gewissen elliptischen Integralen, wie z. B. 




yj(l — aj«Xl — *"«") 



7t I .3 ... 2» — I 

^ ■ I 



2k' 2.4...2?i 



2 2H + 2 fe'* "*" 2.4(2/1 + 2X2n + 4) \t'V " | 



Diese Eeihenentwicklungen eignen sich fiir grosse Werthe von n zur nu- 

merischen Rechnung, sind aber fiir p > i , also fiir den Fall, der bei Co- 

metenbahnen vorzugsweise vorkommt, halbconvergent. Hierauf folgen Ent- 
wicklungen von Potenzen gewisser Producte elliptischer Functionen und 
zum Schluss Entwicklungen bei dem Auftreten von Vielfachen einer Am- 
plitudo wie z. B. die Bestimmung der Coéfficienten der Eeihe 

sin (w am — xj = aSisinrr + 2 SS sin 2a? -f . . . . 

Als eine Eigenthiimlichkeit fiir die Deduction dieser Eesultate känn 
erwähnt werden, dass der Verfasser sich des FouRiER*schen Theoremes nicht 
bedient, sondem gewisse dreigliedrige Recursionsformeln zwischen den Coéffi- 
cienten aufstellt, die dann, als Differenzgleichungen betrachtet, nach der 
LAPLACE^schen Methode integrirt werden. 
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Zu den interessantesten Arbeiten Gy Idéns gehören zwei Abhandlungen, 
die mit der Frage von partiellen Anomalien nahe zusammenhängen, näm- 
lich Om summationen af periodiska serier , Stockholm 1872, und Sur la 
sammation des fonctions périodiques^ Annales de Técole normale 1879. 
Eins der Hauptresoltate dieser Abhandlungen ist eine öeneralisation der sog. 
Mac LAURiN^schen Formel 



tTV 



?, = - Lim / F{t) \.;^T ^^ 



sm t 
o 



zu einer Belation von der Form 



tK 



,,=iJ^F{t)+bT^ + ... + b<^ 






dt 



it 



X,{t)dt. 



Im Zusammenhange mit dieser Formel steht die bemerkenswerthe Ent- 
wicklung eines Bogens å in die periodische Keihe 

SO auch ganz ähnliche Reihenentwicklungen fiir srn//ö, cos//iJ, wo /j, eine 
irrationale Zahl bedeutet. Diese Formeln ergeben sich, wenn man sich 
die Aufgabe stellt, eine Entwieklung von (cos ij)^*+^ nach geraden Vielfachen 

von tf 

Cf — 2Cf cos 2» — 4Cf cos 4* — . . . 

zu finden, und wurden schon 1867 von Gyldén in seiner Abhandlung Re- 
lationer mellan cosiner och siner för irrationella vinklar ^ Helsingfors 1867, 
gegeben. Mit diesen Keihenentwicklungen aufs engste verbunden ist die 
Theorie fiir den sog. separirenden Factor — eine periodische Reihe der 
oben erwähnten Art, die innerhalb der angegebenen Grenzen einen con- 
stanten Werth z. B. die Einheit darstellt, ausserhalb derselben aber eine 
gewissermassen beliebige Werthfolge representirt. 

Von späteren Untersuchungen auf dem rein mathematischen Gebiete 
legte Gyldén selbst auf dem kleinen Auf satze Om sannolikheten att påträffa 
stora tal vid utvecklingen af irrationda decimalbråk i kedjébråky Stockholm 
1888, einen besonderen Werth. 
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Die Zahl der Publicationcn Gyldéns beläuft sich auf nicht viel we- 
niger als zwei hundert. Fiir das Verzeichniss iiber dieselben gestatten 
wir uns auf eine demnächst in der Vierteljahrsschrift der Astronomischen 
Ixesellschaft erscheinende Biographie hinzuweisen. Das meiste dieser grossen 
schriftstellerischen Wirksamkeit bezieht sich auf astronomische Frågan. Aber 
ausser der verschiedensten Gegenständen der theoretischen und praktischen 
Astronomie, die in dieser langen Keihe von grösseren und kleineren Ab- 
handlungen und Zeitschriftpublicationen vertreten sind, finden wir auch 
eine Anzahl Aufsätze iiber Versicherungswesen sowie Vorträge und Mit- 
theilungen in philosophischen und socialen Fragen. 
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L^Éditeur de ce Journal remplit nu devoir qui lui 
tient au coeur, en exprimant sa plus profonde gratitude 
envers les illustres géométres ses maltres vénérés, les col- 
laborateurs des Acta, leurs lecteurs, tons les amis auxquels 
Pattache la sympathie scientifique, qui se son t réunis pour 
lui faire le don de son portrait, å Toccasion du 50:me an- 
niversaire de sa naissance. 

Ce present d'un prix inestimable, et Padresse qui 
Paccompagne, sont au dela de ce quUl pouvait attendre, la 
récompense et Phonneur de sa carriére. 

Il ne lui est possible d'acquitter sa dette de recon- 
naissance qu'en redoublant de zéle, dans la dii^ection du 
Journal; il y consacrera tous ses soins, tous ses efforts avec 
le plus complet et le plus absolu dévouement. 
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DES CEUVRES DE DESCARTES 
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La direclion (le ItL Ileevr. de Miitaphfjiiqui- i-l de Movnle a. concu k' 
[irojet de préparer, ä laide d'iinc souRci-iptiun publique, unc édilion 
com|)li!tc> lies (Buvrcs de Dcsrarlos qui Tät commo un mnniiment 
intollectuel ulcve :iu ^rund ptiilnsophc a lociasion du troisiémc ccii- 
lenaire dt- sa naissance. 

A cetle méme place ', nnlre eminent collaboratcur M. E. Boulroux, 
professcur d'tiiätoirc de la philosopliie möderne ä la SorlKiniic, a 
tfxpusé avec rautorilé qui liii apparltunl, les ralsons qui rendcnt 
uae lullo publication ei aé:tirablc pour le niuiide savaiil el qiii en 
fonl fc noli'G pays un devnir de piété eL d'h(inncur. 

Dans ces trcnte derniépes aniiées, ft 1 elranger. Bacon, Lockc, 
Berkeley, Spinoxa, (ioeulincx, Loibnitz, Kant, mil re?ii cct Imm- 
iiia(;e sulennel, Descarles Talleud entore. Cesl unc delle qui \a (;lro 
acquiLLée. 

Ce prnjel a élc snunii^ ä M. le Hlnlstre de rinstmotlon publl- 
^e qui la étudiii et äf^réi^, et v.'esl snus Ics ausjticeH de ana Minitilére 
et avcc tion i^oni/oiirs quc rediliiin sera piTsciitée au public. 

L'i:diliijn eile-inömi! a lité contitii?, pour les rDUvres philosupliiquos, 
tL M. Gh. Adam, prorasscur do pliilosophio, diiyen de la Faculk' des 
lettrcs de Dijun; poui- les ir.uvrcs sciciitiiiquu», ii M. P. Tacnery, 
cliar^L- dun couis au Collégi! de Frante. M. P, Tannery est bieu 
CDunu du puiilic savant Länt par sa haute cnmputencu scieatiliquo 

3UC par Sdii LTiidiliiin si vasle et si srtro. ()n n'a pas ouidié 
'aiUcurs <[ii'il a diyii publit' ilmis VArrhiv fUr G''schirfilr- iln- J*liilo- 
sopliif des lullres iai''dilt.-s di' Descartcs du Tonds Libri di> la collcctiuii 
Asbburnliam. M. Adam, diarré eii IHOi dunf missiun iilliiielle en 
Mleuiii^nc et i^n Ilullniide, a rL'cuL'illi dos docuincntä precieux et 
m6me ilps c''crila iuiniils d'une yrande imiiiirlauw. L'un cl Tautru 
étaienl parIiculiärc[iR'tit dési^i^tiOs pour l'aL'conip]issenieal do la 
tftchc n.mvelle. 

La publicnlion nimmeiicoracclte anniie mriue i aiinée aniiiversaire) 
et no poiirsuivra de rai;iin a. preiidre iin en 1!)IX), alin qu>llc puisse 
téniiiiguer ii l'Kspi)sit!iiii UriiviTjii-lle qui lenniuora le si(''clf, aussi 
bien di' l';iL-Li\ili' <l" n >- lia\:iii\ iiilellecluels quc di' la porfeclion 

■:i'iiiili' pliiliisnphique ot saviLul d'ap- 
.1 ' ■II" 1 ii\ic. L'iie siiuscriptiiin piihtique n'cst 
iivL^n dr' -ubvenir aux Trais df rL'nli-e]irise, elle 
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y tijoute un caracléro de solenuilé et en fait une manifestation de 
cel esprit huinain qui siibsisle cl se développe sous la diversilé de 
nos civilisations nationales. Ccsl d\in appel de ce genre qu'est sorlie 
en i87fi, avec un succés éclatant, la publication des ceuvres de Spi- 
noza. \ous nous adressons de meme aujourd'hui ä lous les sa vants 
sans distinclion de langues ni de Irontieres, et nous convions nos 
cniifréres des Uevues philosophiques et scientifiques de tous les 
pays ä nous aider en provoquani et en recevanl des adhésions dans 
le cercle respcctif de leurs lecleurs. 

Conditions de rcdition, 

A. LÉdilion des ujuvres complctt»s do Descartes compréndra environ dii: 
volumes in-qwuto caivé de 700 ii 7i>0 pagcs chacun ; le papier, vcrgé å la 
forme, portera dans le liligrane le nom do Doscartes; les carnclores scronl 
elzéviers (cararlcres de JouausO; on reproduira les manchettes, ligures el 
graviires, ainsi cpie rorlhographe des editions originales. Mcntion sera 
inscrile sur la couvLTliire et snr le tilrc quo Touvrage est publié sous les 
auspices du Miuistére de Tlnstruction publiqiic. L'édition est eonliéc anx 
soins de la librairie Cev/' ft C*'^'. 

IL L'6dilion coniportcra : 

{''* Cintj volumes de correspondance. Les lettres des correspondants 
scront publices avec ccUes de Descartes, toutes dans la langue meme ou 
elb;s ont été écrites, et suivant Tordre cbronolo^^ique. 8;i lettres autographes 
du pliilosophe vi 1*5 copies inanusrrites du xvii" siécle, dont un bon nombre 
sont inédites et les autres ofTrcnt de précieuses additions, viendront 
s'ajouter aux 336 lettres publi('!(\s par CIcrselier, ou du moins en com- 
piéter le texte, et, jointes ä de nombreuses notes et notices sur les 
noms des personnages, les titres d'ouvraf|:es, etc., donneront le plus grand 
inténH scientifiquc et littéraire, aussi bien quc pbilosophique, å cette corrcs- 
pondanre. 

-*" Ci7V/ volumes d'(euvres ainsi distribui^es : 

Vol. vi : i" Coni|)endiuni niusica^; :i" Studium bona^ menlis; 3° Heguhe 
ad directioucni inf^cnii; 4" Intpiisitio veritatis per lumen naturale; 3" Le 
nionde ou Trailé dela lumicre; Ct^ Disroui-s de la niétbode suivi dela Diop- 
Irique, les Météores, Ja Géométrie; 

\ol. VII ot VIII : Meditations suivics des objeclions et des réponses [texte 
latin cl tiatlwtioii fninraisc en rctjtird, reviie et cvrriyée par Dcseartes): 

Vol. IX : Principes de la philosopliie {te.rle latin el traduction fnuieaise en 
reyard) ; 

Vol. X. : 1° Les passions de lame; T Tbomnie de René Descarles; 3-» la 
(U'soription dn corps buniain ou d«' la formation du fttjtus; 4"^ écrits pob5- 
nii(jucs; 0'^ papiers intimes; G^ biographie; 7*^ table des niatieres. 

(konditions de la souHcription. 

.1. 11 sera imblié deux volumi?s par an. Ces volumes .soront niis en vente 
dans le coninierro au pri\ do 25 francs cliacun. Par faveur spéciale ce 
prix sera réduit å 15 francs pour les souscripteurs qui s^adres- 
serent å la Revue de Métaphysique et de Morale. Les souscrip- 
teurs bénéflcieront donc d*un avantage de 10 francs par volume* 
soit 100 francs pour Tédition complöte estimée å 10 volumes. 

\\. La sousri iitlion portera snr réititiou coaiitlefe^ te$ mluniea ne se rcndant 
Itas ii(^fHfri'iiirnt : le paiement s'effectuera chaque année contre livrai- 
son des volumes parus. soit trente francs par an pendant cinq 
années (IMHi-iyOU;. Les souscriptom> >oi'ont personnellement responsables 
de lonr >«>u<criplion, le roie de la lierye se bornant a transmetlre a Tédileur 
les sousorii»tiuns recueiiliis et ne coinporlant de sa part ni cngagement ni 
f^arantie. 

r. La sousoriplion est c»uvcrt«' a ilatcr de ce jour. 



